Mathe LK Rh

Tim D.

MSS 2017-20



Inhaltsverzeichnis

| 11/1

1 Terme, Gleichungen, Ungleichungen

1.1 Pascalsches Dreieck . . . . . . . ... ... ... ........
1.2 pg-Formel . . . . . ..
1.3 abc-Formel . . . . . . ...
1.4 SatzvonVieta . . . . . . . ... ...
1.5 Binomischer Lehrsatz . . . . . . ... ... ... ... ... ..
1.6 Gleichungen und Ungleichungen . . . . . . . .. ... ... ...

1.6.1 Gleichung I6sen durch Substitution . . . . . .. ... ..
1.7 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen . . . . . . .. ... .. ..

1.7.1 Potenz- und Wurzelgesetze . . . . . . . ... ... ...

1.7.2 Logarithmengesetze . . . . .. . .. ... ... .....

2 Funktion - Relation - Zahlenfolge
2.1 Zahlenfolgen . . . . . . . ...
2.2 Monotonie, Beschranktheit . . . . . . . . .. . ... ... ...
2.3 Grenzwert einer Zahlenfolge/Funktion . . . . . . . . .. ... ..
23.1 Grenzwerte . . . . . ...
2.3.2  Grenzwerte von Funktionen: xlinclo; gl;_r}rgl ..........
3 Analysis
3.1 Abschnittsweise definierte Funktionen - Stetigkeit . . . . . . . . .
3.2 Stetigkeit einer Funktion an der Stelle o . . . . . . . . . . ...
3.3 Polynomdivision . . . . ... ...
3.4 Punktprobe . . . . . ...
3.5 Mittlere Anderungsrate . . . . . .. ... ... ... .
3.6 Tangentensteigung, Ableitung . . . . . ... ...
3.6.1 Vom Differenzenquotienten zum Differentialquotienten . .
3.6.2 Ableitung . . . . ...
3.7 Sekanten-, Tangenten-, Normalengleichung . . . . . . . . . . ..
3.8 Ableitungsfunktion . . . . . ...



3.9 Nullstellen . . . .. . ... 41
3.9.1 Mehrfache Nullstellen . . . . . .. ... ... ... ... 42
3.10 Hoch-, Tief- und Sattelpunkte . . . . . . . . . .. .. ... ... 46
3.11 2. Ableitungsfunktion . . . . . ... ... ... 49
3.12 Wendepunkte . . . . . . . ... 50
3.13 Nullstellen: Polynomdivision . . . . . .. . ... ... ... ... 57
3.14 Verhalten flirz — too . . . . . . . . ... 62
3.15 Symmetrie . . . ... 62
3.16 Kurvendiskussion . . . . . .. ... 64
3.17 Tangente und Anwendungen . . . . . . . . ... ... ... ... 69
3.17.1 Allgemeine Tangentengleichung - Herleitung . . . . . . . 69
11/2 73
3.18 Optimieren unter Nebenbedingungen . . . . . . .. .. ... .. 74
3.19 Numerisches Verfahren zur Nullstellenbestimmung . . . . . . .. 78
3.19.1 Anwendungen des Newton-Verfahrens . . . . . . . . . .. 80
3.20 AB Kurvenuntersuchungen . . . . . . . . ... ... 87
3.20.1 Ortslinie . . . ... ... ... 89
3.21 Wiederholung . . . . . . . ... 92
3.22 Sinus- und Kosinusfunktion . . . . . . ... .. ... ... .. 93
3.22.1 Vielfachheit der Lésungen von (geniometrischen) Gleichun-
eN . . 93
3.22.2 Die allgemeine Sinusfunktion . . . . . . ... ... ... 95
3.22.3 AB Die Funktionen f: z + a - sin(b(x — ¢)) und ihre
Graphen . . . . ... 96
3.22.4 Ableitung der Sinusfunktion . . . . . .. ... 97
3.23 Neue Funktionen aus alten Funktionen . . . . . . ... ... .. 101
3.23.1 Ableitungsregeln . . . . . ... 101
3.24 Exponentialfunktionen - Ableitung . . . . . . . . ... ... ... 108
3241 Basis#e. . . ... 111
3.25 Wiederholung . . . . . . . ... 116
3.25.1 Sinusfunktionen und Newton-Verfahren . . . . . . . . .. 116
3.25.2 Produktregel . . . . .. ... 117
3.25.3 Quotientenregel . . . . . ... oL 118
3.25.4 Kurvendiskussion . . . . . .. ... 119
3.26 Lineare Gleichungssysteme (LGS) . . . . ... ... ... .... 122
3.26.1 GauB-Verfahren . . . . . . ... ... ... .. ..., . 123
3.26.2 Matrix-Schreibweise . . . . . ... ... 125
3.26.3 Steckbriefaufgaben . . . . . ... ... 126
3.26.4 Funktionenschar . . . . . . ... ... ... ... ... 129



4 Integralrechnung 133

4.1 Untersumme - Obersumme . . . . . . . ... ... ... .... 134

4.1.1 Obersumme/Untersumme — lim — Integral . . . . . . . 136

4.2 Das bestimmte Integral . . . . . ... ... 137

4.3 Berechnung von Integralen, Hauptsatz . . . . .. ... ... .. 138
4.3.1 Verallgemeinerung (Hauptsatz der Differenzial- und Inte-

gralrechnung) . . . . . ... 138

4.4 Integrale lIésen - Anwendung . . . . .. ... ... 139

m 12/1 142

4.5 Stammfunktion bilden, integrieren . . . . . . ... ... L. 143

4.6 bestimmtes Integral, Integralfunktion, unbestimmtes Integral . . . 143

4.6.1 |Integralfunktion . . . . . ... ... ... ... ... .. 145

4.7 Rechenregeln fir Integrale . . . . . . .. ... ... ... ... 145

4.8 Ableitung der Umkehrfunktion . . . . . . . ... ... ... ... 148

4.9 Integral und Flacheninhalt . . . . ... ... ... ... ... .. 150

4.9.1 Flacheninhalt, uneigentliche Integrale . . . . . . . .. .. 152

4.10 Integration von Produkten: partielle Integration . . . . . . . . .. 156

4.11 Integration durch Substitution . . . . . . . ... ... 159

4.11.1 Wiederholung . . . . . . ... ... ... ... 163

4.12 Rotationskérper . . . . . .. ... 165

4.12.1 Bestimmung des Volumens von Rotationskorpern . . . . . 165

5 Analytische Geometrie 169

5.1 Punkte und Vektoren . . . . ... ... 169

5.1.1 Darstellung im 3-dimensionalen Koordinatensystem . . . . 169

5.2 Ortsvektoren und Verschiebungsvektoren . . . . . . . . ... .. 171

5.2.1 Addition, Subtraktion und Multiplikation mit einer Zahl . 171

5.2.2 Vektorziige und Linearkombinationen . . . . . . .. . .. 176

53 Geraden inR® . . . . . ... 179

53.1 Kollinearitat . . . . ... ... ... 184

5.3.2 Lage zweier Geraden . . . . . . .. ... L. 184

5.3.3 Parameterpunkte und -geraden . . . . . ... ... ... 189

5.4 Abstand zweier Punkte, Vektorlange, Streckenlange . . . . . .. 190

5.4.1 Einheitsvektor . . . .. . ... 192

5.5 Produkte zweier Vektoren . . . . . ... ..o 195

5.5.1 Skalarprodukt . . .. .. ... .. ... . 195

5.6 Vektorraume . . . . . ... 204

56.1 Basis . . . ... 206

5.7 Lineare Abhangigkeit, Unabhangigkeit . . . . . . . . . .. .. .. 208



5.8 Wiederholung: Geometrie, Geraden . . . . . . . ... ... ... 211
5.9 Parametergleichung einer Ebene . . . . . . . . ... ... 213
5.10 Sonderfélle . . . . . . ... 215
5.11 Kreuzprodukt . . . . . . . .. ... 216
5.12 Spatprodukt . . . . . ... 219
IV 12/2 220
5.13 Abstand eines Punktes von einer Geraden . . . . . . . .. .. .. 221
5.14 Ebenendarstellung . . . . . . ... 222
5.14.1 Normalenform . . . . . . ... ... .. .. .. ..... 222
5.14.2 Koordinatenform . . . . . . .. ... ... 224
5.14.3 Ebenen zeichnen . . . . . . .. ... 226

5.15 Lage Ebene «» Gerade . . . . . . .. .. ... ... ... 229
5.15.1 Schnittwinkel . . . . . ... ... 233

5.16 Wiederholung . . . . . . . . . ... 233
5.17 Lage Ebene <> Ebene . . . . . . . .. ... ... 236
5.18 Abstand Ebene < Punkt . . . . . .. ... ... 239
5.18.1 HNF - Koordinatenform . . . . . ... ... ... ... .. 243

5.19 Abstand Gerade <> Punkt . . . . . ... ... ... ... .... 247
5.19.1 Abstandsbestimmung als Optimierungsaufgabe . . . . . . 247

5.20 Abstand windschiefer Geraden . . . . . . . .. ... L. 252
521 Kreise und Kugeln . . . . . . ... ... 255
5.21.1 Kugeln, Geraden, Ebenen, Abstande . . . . . . . . . . .. 257
5.21.2 Kugel <> Kugel, Tangentialebene . . . . . . . . ... .. 261

6 Stochastik 263
6.1 Begriffe. . . . ... 263
6.2 Mehrstufige Zufallsversuche - Baumdiagramme . . . . . . . . .. 265
6.2.1 Baumdiagramme - Wahrscheinlichkeiten . . . . . . . .. 267

v 13/1 269
6.3 Wiederholung . . . . . . ... 270
6.4 Abzdhlverfahren . . . . . . ... 272
6.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . . ... ... ... ... ... 277
6.5.1 Statistische Unabhangigkeit . . . . . . ... .. ... .. 278
6.5.2 DerSatzvonBayes . . ... ... ... ... . ... 280

6.6 ZufallsgroRen - Erwartungswert, Standardabweichung . . . . . . . 282
6.7 Bernoulli-Experiment, Binomialverteilung . . . . . . . .. .. .. 285
6.7.1 Anwendungen der Binomialverteilung . . . . . . . . . .. 291



6.7.2 Erwartungswert i, Standardabweichungo . . . . . . . .. 293

6.73 o-Umgebung . . . . . . ... 295

6.7.4 Sigma-Regeln . . . . . ... ... L. 304

6.7.5 Signifikanztest (einseitig) . . . . . ... ... ... ... 304

6.7.6  Naherung durch die Normalverteilung . . . . . . . . . .. 308

7 Rationale Funktionen 310
7.1 Asymptoten, Kurvendiskussion . . . . . . .. ... .. ... ... 313
7.1.1 Asymptoten . . . .. ... 313

7.1.2  Nullstellen von Z&hler- bzw. Nennerpolynom . . . . . . . 314

7.2 Andere Funktionstypen . . . . . . . ... ... 317
7.2.1 Wourzelfunktionen . . . . ... 317



Teil |

11/1



Kapitel 1

Terme, Gleichungen,
Ungleichungen

1.1 Pascalsches Dreieck

n = 0: 1
n=1: 1 1
n=2: 1 2
n=3 1 3 3
n=4 1 4 6
n=>5 1 5 10 10
n==~6 1 6 15 20
n="7 1 7 21 35 35
n=3~8 1 8 28 56 70

1.2 pqg-Formel

2 +pr+q=0

EESVICORR

n2 =y G



1.3 abc-Formel

ax? +br+c=0

—b+Vb? — 4dac
Ti/2 = 2%

1.4 Satz von Vieta

0=2a"+pr+gq

pg-Formel:
b b
Tip = =5 & (5)2 —q
—

. . Diskriminante*
*Diskriminante: iskniminante

>0 = zwei Losungen
=0 = eine Losung
<0 = keine Losung

p — P —

2 2
p p p p
951'332:(—§+\ﬁ)(—§—\ﬁ)21—z+q:q

=T1+Ta=—pP X1 -Ta=(

0=a’+pr+q=(v—x)(T — 23)

= 2% + (—2, — 39)T + 71 - Ty

Beispiel

1, 2 1,

—z°— - —8=— —6 —72

9" 3" gl b v 2)
T1+T2 1T

1 =12; 29 = —6

0= SZB—12)($+6)

J

1
9

~
Linearfaktoren



1.5 Binomischer Lehrsatz

(a+0)" = ,é) (Z) ca" R pP

Beispiele
n=2

2, (2
a+b)? = ()-azk'bk
(a+0) kZ_;J f

~—

Drei Summanden: k =0; k =1; k =2

_ 2\ o 5 5\ 5
= (0)a + (1)ab+ (2)6
—_— == ==

=1-a>+2-ab+1-b*>=a+2ab+b*

n=>5

(a +b)? i() a’ b

k=0

G (v Qv (v (v )

= a’® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b> + 5ab* + b°

Binominialkoeffizienten

R
(V)

1.6 Gleichungen und Ungleichungen

1.6.1 Gleichung l6sen durch Substitution

Beispiel 0 = 22* — 322 — 5
Lésungsmenge der Gleichung = Menge der Nullstellen (Schnitte mit der x-Achse)
der Funktion mit gleichem Funktionsterm



substituiere 22 =t

0=2t>—3t—5
3++9+40 3+7
1/2 = 4 = 4

t =25, ty=-—1

resubstituiere
th=a2"=25 |/
T1 = V2.9, 19 =—V2.5

2

tg =" =—1 |\/
keine Losung
L = {~/2.5; —\/2.5}

1.7 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen
1.7.1 Potenz- und Wurzelgesetze

a® - aq¥ = a®tY

a®:a¥ =a"Y

10



1.7.2 Logarithmengesetze

11



Kapitel 2

Funktion - Relation -
Zahlenfolge

Eine Funktion ist eine Zuordnung (Zahlen x — Zahlen y), die jeder Zahl x der
Definitionsmenge genau eine Zahl y der Wertemenge zuordnet.

Darstellung:

Funktionsgleichung, z. B. =y= 202 +5
e Funktionsgleichung, z flx)=y x° +

Funktionsterm
e Graph
o Wertetabelle

Eine Relation ist eine allgemeine Zuordnung von = zu vy,
z. B. # = 3 (senkrechte Gerade), 2%y = y* + 23

Eine Zahlenfolge ist eine Funktion mit x € N

2.1 Zahlenfolgen

Definitionsmenge D = N

Wertemenge W =R

a, =1y = ... < Funktionsterm

Angabe eines Funktionsterms fiir alle Zahlen nennt man explizite Darstellung der
Zahlenfolge.

12



1
. . _ 5-100
I3 = g5 oo aig0 = 2

Berechnung der Folgezahlen Schritt fiir Schritt nennt man implizite Darsteluung
der Zahlenfolge. (Rekursion)

Ap =2 Qp_1+ 3 Up_2
ap=1;, ay=1
a3:2-a2+3'a1=2'1—|—3-1:5a4=2'a3+3-a2=2-5+3'1=13

16/1
a
2n
Ay, = —
5
2 4 1 2
1 =55 02 = 5 as—lg; a4—157 as = 2;
2 4 1 3
= 2—: =2-; = 3-; 3—; 4
ag 5 ar 5 ag 5 ag 5 aio
d
1 n
an_(§>
(1,1—2,0,2—4,(1,3— 81a4_167a5_32a
1 1 1 1 1
_ . _ . _ . g =
9764 T 1280 T 2567 T 5127 10T 1024
f
LT
an—81n(§n)
a1 =1, a0=0; a3 =—1; ay =0; a5 = 1,
CL(;:O; CL7:—1; &820; &9:1; &1020

13



16/2

2.2

16/5

16/7

ar =1; ap1 =2+ ay,

ay=1; ap=3; a3 =95; ay =T7; as = 9;
ag = 11; a7 = 13; ag = 15; ag = 17; a;p = 19

an, =2n—1

alzl; an+1:2'an

a1 =1; ap =3; a3 = 4; a4 = 8; as = 16;
ag = 32; ay = 64; ag = 128; ag = 512; ayy = 1024

a, = 2"

ap = O; ag =1; apy2 = ap + apyq

(Fibonacci)

a1 =0; ay =15 a3 =1; ay = 2; a5 = 3;

ag = D; ay = 8; ag = 13; ag = 21; ajp = 34

_ oy
o —1

Qn

Monotonie, Beschranktheit

a, = 200000€ - 0.98"

Vo=1=1
1 1 9

Vi=Vo+ Vo=1+-=72

1 0+80 +8 3
11 9 1 73

Vo=Vid+ (Vo) = =4+ — = -°

2 1+§8d S 61 64
111 731 585

Vs =Vo+ 2 (2(2W

3GV =G T 5e T

14



V, = i 8"
k=0

Streng monoton fallende Zahlenfolge

z. B. a, von 16/5 ist eine Folge mit der Eigenschaft a,, < a,_;
Streng monoton steigende Zahlenfolge

z. B. V,, von 16/7 ist eine Folge mit der Eigenschaft a,, > a,_;
Ohne ,streng”entsprechend < bzw. >

18/1
a
1
anp, =1+ —
n
1 1 1 1
a, = 2; a2:1§; a3=1§; a4=11; a5=15

streng monoton fallend
nach oben beschrankt (2); nach unten beschrankt (1)

3 n
ap = (;l)

3 9 27 81 243
a = - a = —_— a = —_— a = — a e
LT 06 64 YT 2560 0 1024

streng monoton fallend
nach oben beschrénkt (2); nach unten beschrankt (0)

a, = (—1)"
CL1:—1; CL2:1; CL3:—1; 0,421; (Z5=—1

nicht monoton
nach oben beschrankt (1); nach unten beschrankt (—1)

(="

n

a, =1+

2 5 4
fA3 == Q= —; A5 = —
y U3 37 4 47 5 5

DO W

a1 =0; ap =

nicht monoton
nach oben beschrinkt (2); nach unten beschrankt (0)

15



8n
Ay =
n?+1
4 16 12 32 20
a f— T Qa = —. = —:. = —: [—
1 y W2 57 3 57 4 17; 5 13

streng monoton fallend
nach oben beschrankt (4); nach unten beschrankt (0)

a, N

T beschrankt X

18/2 | beschrinkt v
beschrankt X
monoton v

2.3 Grenzwert einer Zahlenfolge/Funktion

Der Grenzwert g ist eine reelle Zahl, der sich die Folgenwerte (Funktionswer-
te) annahern, sodass die Folgenwerte (Funktionswerte) vom Grenzwert praktisch
nicht mehr unterschieden werden kdnnen.

z. B.
anzn_l
p— 1. 1. 1. 1. 1. . 1
an_17 27 37 47 57"')n

a, hat den Grenzwert g = 0, da a,, auch streng monoton fallend ist, ist s = 0
die groRte untere Schranke (=, Infimum").

Vorgehen

Ich gebe eine Genauigkeitsschranke, z. B. ¢ = 1072 vor (kleine positive Zahl).
Zu € finde ich ein n, = 1001. Alle Folgenwerte mit n > n. = 1001 (also
a1001; 1002, - - - ) liegen ndher beim Grenzwert g = 0 als € = 1072 angibt. Finde
ich zu jeder moglichen Genauigkeitsschranke ¢ solch ein n,, so ist g der Grenz-
wert. Ist diese Bedingung erfiillt, so notiert man

lim a, =g hier: lim n=t =0

n—0o0 n—o0

16



22/2 (Abweichung < € = 0.1)

]

_1—|—n
n

1
P _qi<01

Qn,

ne > 10

n?—1

n2

~1]<0.1

Gy, =
n?—1
=

e>110~3.162 (ab 4)

ap =1——

n
100
- 1] <0.1
n

n. > 1000

n—1
n+ 2
"ol yco0a
n+ 2
Nne > 28

an

2n? — 3
ap =
3n?
2n? —3
— 1] <0.1
— keine Losung

17



ZU €

|%;;3—u<01

2n? — 3 2n? — 3
l——5— <01 | —0.1+ 22
0.9 < 2%;%;§ |- 3n?
2.n* <2n* -3 | —2n?
0.7n* < -3 | =07
w < -2

< 30 und n < — 3
n<al_—22 _2Y
7 7

= nicht losbar

2.3.1 Grenzwerte

Eine Zahlenfolge mit Grenzwert ist eine konvergente Folge. Die Folge konvergiert
gegen den Grenzwert. Eine Zahlenfolge ohne Grenzwert ist eine divergente Folge.
Eine Nullfolge hat den Grenzwert g = 0.

an =7 g=1 — ai=-2-1 g=0 (Nullfolge)
22/4
a
3n —2
-3 <
=) g < e
_8 .
‘n+2‘ 2
+2 1
n 1 -8
8 €
n+2> - | — 2
€
8
n>-—2

18



3-2" 42 3
|(W)*§|<€
3.2042-3.2"

| on+1 | <€

19



24/2

a
1+ 2n %+2
a, = =7
1+n Stn
. 1 .
. At 042
lim a, = —— - = =
n—0o0 lim =+ limn 041
n—0o0 n—0o0
b
P+l T4
ap = =
n3 — 10 1—%
hm a, = n.—>OO n'—>OO o _ + :7
n—0o0 lim 1 — lim 3 1-0
n—0o0 n—o0
f
vn+1 (Mn+5‘(v%IT+ 2 ) 1
Ap = = - =
Vn+l1+2 “Wn+l vn+l n+l 1+\/7%
lim 1 1
lim a, = — no%x 7 = =
n—00 lim 1 + lim — 1+0
n—00 n—oo VT
g
(5—”)4 (%_ )4
a, = =
(G+n)t 241
1' n_l n 4: n—00 n—0o0 4:—4:
i @ QE%%+1» Gt rim? 077
n—0o0 n—0o0
24/3
a
. . 1
N L N S LR B
lim ( ) = lim ( ) = , = =1
n—o. 2N n—ow 1 Iim 1 1

n—ao0

20



. . 1
oonon A mle e 19
lim ( ) = lim ( ) = ; = =2
n—co. 2n—1 n—o" 0.5 lim 0.5 0.5
n—0o0
C
: 1
on 1 lim on 0
S WY i 1S S R S RS o N
n—00 n—aoo
d
2" + 3" gr L Mmgr - jml o
1 _ 1 B) _ n> n— _ _
Jim (=) nﬁﬂo((;)nﬂ) im -+ lim 1 0+ 1
2 n—0o0 \2 n—0o0
e
. 2 n .
on 4 37+ gnyg  Hm(E)"+1m3 g
lim(—)—lim((3) ) =" "0 - o
now. 2.3 n—a0 2 lim 2 2
n—0o0

2.3.2 Grenzwerte von Funktionen: lim; lim

Tr—00 T—a

. 32°-3 _ .
f@)=y=hes D=R\{-L4}

Nullstellen des Nenners
x = —1 — Nullstelle des Z3hlers und Nenners
z = 4 — Nullstelle des Nenners

F@) =y = 3(z2 —1) :3(x+1)(;p_1)) 33

(x+D(x—-4) (z+1)(z—4 r—4
L 3r-3 o ®-2  3-2
R L L
lim ---= lim ---= lim ---=3
r——00 r——00 T—>—00
=g ) =3

Iim # lim
T—00 xr——00

Beispiel f(x) = 2°
lim 2* = o00; lim 2* =0

T—00 Tr——00

21
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. 32-3 3(-1)-3 -6
| = =— =12
ol x4 —1-4 -5
. 3r—3
lim

-4 x —4

x |39 399 3999 |41 401 4.001
y | -87 -897 -8997 | 93 903 9003

=7

lim f(2) = 0 lim f(z) = +o0

o0 |- :

—50 | N

| | | | | | |
-2 0 2 4 6 8 10
x = 4 — Unendlichkeitsstelle, ein Pol mit Vorzeichenwechsel

Der Punkt (—1|1.2) gehdrt nicht zum Graphen. Es ergibt sich ein Loch im Gra-
phen.

28/6
a
T
fla) =~
lin’(l)f(l‘) =1
x|-0.1 -0.01 0.01 0.1
vl 1 1 1 1
b
3
flx) = —

lir% flz)=0
-0.1  -0.01 0.01 0.1
-0.01 -0.0001 0.0001 0.01

X
y

22



f@) =
lim f(x) = o

x|-0.1 -0.01 0.01
y | 100 10000 10000

21’
f($)=3—w
. 20
oy fo) = g5 =1

v 1
fl) = 2o

20 1

i f(2) = —55— =0

0.1
100

23



Kapitel 3

Analysis

3.1 Abschnittsweise definierte Funktionen - Ste-

tigkeit
D =R
2x fir x < =5
flx)=<224+10 fir -5<z<1
—x firz>1

Abschnittsweise definierte Funktionen — Fiir verschiedene Abschnitte der Zah-
lengeraden von R sollen unterschiedliche Funktionsterme gelten.

Einschub: Ganzrationale Funktionen

f(2) = ana™ 4 ap_12" ' + - 4 ag2® + a1z + ag
z.B. f(x) =32  + 52 -7

n=4 (Grad neN)

a; =4

ap = -7
Grad der ganzrationalen Funktion ist die héchste Potenz, bspw. 4

Funktionsterm = Polynom

24



Die Stetigkeit einer Funktion beschreibt die Tatsache, ob man den Graph der
Funktion ohne abzusetzen zeichnen kann.

Beispiel: f(r) = 2®

o0 |- :

—50 | N

f(z) ist lUberall stetig

Allgemein gilt:
Ganzrationale Funktionen sind iiberall, d. h. —o0 < x < o0, stetig.

Untersuche f(z) = { --- auf Stetigkeit an den Ubergangsstellen:

T, = —5, To = 1
lim f() = —10
Jim f(z) = =35
= unterschiedliche Grenzwerte bedeuten f(x) ist bei x = —5 unstetig

lim f(z) =11
tim f(z) = -1

=> unstetig bei z = 11
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28/9

a
x? firr <3
f(x>_{12—x firz > 3
. _ 2_
il}%f(x)—ii =9
lim f(z) =12 -3 =9
= stetig
b
2?2 +4x fire < -1
f(@_{zx—g fiir 2 > —1
. (L 1\2 . _
Tim f(@) = (~17 +4(-1) = -3
. _o—1 __ _ _
xlinill flz) =2 3 2.5
= unstetig
28/11
[

fe) = sin(x) Dy =R\[0)

liII(l) f(z) =sin(w) = —1 bis +1 = kein Grenzwert
lim f(x) =sin(0) =0
T—00

3.2 Stetigkeit einer Funktion an der Stelle z

Eine Funktion ist stetig bei © = xg, wenn Folgendes gilt:
lim f(z) = lim f(z) = f(zo)
z,/x0 T\ o

29/4
n?—Tn—1 : 1
aa, = lim a,, = =
n 10n2—7n n—on 10
3 2
b a, = 23rt3n-l  im q, = 1
n 5n3—8n+5 o T 5
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+1 .
fa,=%2 lim a, =2
n 2n+1 o0 n
n .
g a, = 35—# lim a, =0
n—o0
29/5

a hrn(\/n—i-lO —4/n)=0
b lim (y/n-(vn+ 10 —+/n)) =

n—0o0
c lim (v4n? 4 3n —2n) =
n—a0
30/10
o @22 —
2 e == =0
bty 2254 — liy A
30/11
a
=20+ 1 (x—1)>
— = =r—1 D =R\{1
fy= T2l o, )
llrr%f()—x—l—o
c
zt—1 1 ‘
f(x)sz_lzx +1  D=R\{l;-1}

hqf@%zﬁ+1=2
mmf@)=@49+1:2
29/6 a, = 0.95"
a as = 0.95° =0.77

b 0.5=095" = n = {205 ~ 135 n =13

C

n—1
n) =1+ 2
k=1
s(5) = 14 2a; + 2as + 2a3 + 2ay
=1+1.94 1.805+ 1.71475 + 1.6290125 = 8.0487625
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3.3 Polynomdivision

30/11
d
x5 —1
f(w)_xg 1
(2 —1) = (z* = 1)
( 2 —1)+($2—1)=x4+x2+1
— 20 4+ 2*
A
—at + 22
x? =1
—r?+1
0

=2 1= -DEa*+22+1)
flz)=a*+2*+1
hqf@)=ﬁ+ﬂ?+1=3

3.4 Punktprobe

(erfiillt ein Punkt eine Gleichung)

z. B. P(2|3)

flx) =y =222 —-5r+3

Setze fiir x die Zahl 2 ein
fx)=8—-10+3=1#3

= P gehort nicht zum Graphen von f

38/4

a Hohenmeter: 250m
Streckenkilometer: 10km

b Gesamtanstieg: 750m

c Bei Streckenkilometer 25: Achsensymmetrie zur y-Achse
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39/7
a 1.8m
b D={reR|0<z<T7.42}
c f(2.5) =2.425
39/11
a f(r)=1.9879-107* + 86

b f(—995.5) = £(995.5) = 283
£(0) = 86

¢ D={zecR|—-9955 <z < 995.5}

3.5 Mittlere Anderungsrate

Eine Sekante s ist eine Gerade, die eine Kurve in 2 (oder mehr) Punkten schnei-
det.

Eine Sehne s*, Teil einer Sekante, ist eine Strecke, die zwei Kurvenpunkte ver-
bindet.

Eine Tangente t ist eine Gerade, die die Kurve in einem Punkt beriihrt.

Eine Passante p ist eine Gerade, die die Kurve nicht schneidet.
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P(13)  Q(10[8)
_ By _
m = A_x =

Die Sekantensteigung m heift mittlere Anderungsrate der Funktion f zwischen
den Punkten P und Q.

g (Steigung der Sekante durch P und Q)

P(13) f(1) =3

Q(10[8) f(10) =8

r1=120=10 Ar=29—21=h=9
Ay -y _ fla+h)— fz)

Ar x99 — 1 h
——

Differenzenquotient

Beispielrechnung f(z) = 22> — 3z + 5
r1=2; x5 =10
h=x9—2;=28
f(10) - f(2) 175-7

_ 21
8 8
tfd |1 23 456 7 89
4/2 fmml |0 0 0 0 1 2 4 6 7
2 m = MOHY _ 7
b o = MR _ g

2
dm= h(6)—h(4) _ 1

¢ m = hOMD _ 3
41/1 f(z) =21 +2

a m = IOZIOD _ g4

b m = 10220C) _ 1

¢ m = L0000 _ 5000

£(1000)—f(100) _
=30 = —100000 !
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3.6 Tangentensteigung, Ableitung

g

/\//l; -~

H Hochpunkt (waagerechte Tangente)

W Wendepunkt (maximale/minimale Steigung)
T Tiefpunkt (waagerechte Tangente)

U Unstetigkeit (keine Tangentensteigung)

K Khnickstelle (keine Tangentensteigung)

S Sattelpunkt (Wendepunkt mit waagerechter Tangente)

3.6.1 Vom Differenzenquotienten zum Differentialquo-
tienten

flx)=y=2" zo=2

flxo+ h})L — f(wo) _ 2+ h})j —2 =4+ h (Sekante)

m = }Lir%(4 + h) =4 (Tangente)
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3.6.2 Ableitung

f(z) =22 29=4
f(@o + h) — f(xo)

Msekante = h

244+ h)P—2.43

B h

B 128 + 96h + 24h> + 2h3 — 128
B h

= 96 + 24h + 2h>

Sekante durch P(4|f(4)), Q(6|f(6)) = h =2
m=96+24-2+2-2% =152

Sekante durch P(4]f(4)), Q(=1|f(-=1)) = h = -5
m=96+24-(=5) +2- (~5)? = 26

Die Tangentensteigung ist der Grenzwert der Sekantensteigung fiir h — 0.
MTangente = Illli% MSekante = Illli% 96 + 24h + 2h% = 96

Die Ableitung der Funktion f(z) = 22 bei x = 4 ist 96.
f'(4) = 96 (Tangentensteigung)

imy L @oth)=f(zo) _

}111_{% 0 2 0) _ f/($0>

46/6
a 10.15 Uhr: m = 20m _ 33 3_m

15main min

10.45 Uhr: m = =2%0m _ _ 33 3.m

15min min

11.15 Uhr: m = =00m _ _ 56 6-m

15min min

b am groRten: ~10.05 Uhr
am kleinsten: ~11.20 Uhr

48/3
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€ Io = -1
lim (U7 g
h—0 h
h g = 3

- (=3+h+2)—(=3+2) _
fim (5082 -y

i$0:7

lim % =0
h—0

3.7 Sekanten-, Tangenten-, Normalengleichung
fla) =52 Pi(2]£(2)) Pa(4]f(4))

Sekantengleichung

y=m-x+b
Ay f(4)—f(2)  320—-40
M= Ae T 42 2 W

b=—-m-x+y=-140 2440 = —240
s(r) = 140z — 240
Tangentengleichung im Punkt P;(2|40)

y=m-x+b
_ 3 _
my — Tim f2+h)—f(2) _ lim 5(2+h)"—40 _ 60
h—0 h h—0 h
b=-m-x+y=-60-2+40= -80
t(z) = 60z — 80
Normalengleichung im Punkt P;(2(40)
y=m-x+b
Az Ay, -1
e = =20 = —(Z) 1= =
Ay Ax my
My, -my = —1
my = 60
1
My, = ——
60
b + 40 !
=—-m-x =40—
T
1 1
— 40—
(7) = 5" 1055
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Zwei Geraden mit m; und my sind orthogonal, wenn gilt m; - my = —1

49/14
a
f(z) =052  P(1]f(1) = 0.5)
T(1+hn?-1 1
_ lie 2 2 _; A
- A L
bt:—mt'$+y:_§
1
yt=$—§
1
my, = —— = —1
my
by =—my-z+y=15
Yo = — + 1.5
b

fl@)=22"—4  P(=2|f(-2) =4)
2@2+h?—4—4:

my; = lim -8
h—0
bt:—mtx+y:—12
Yy = —8x — 12
1 1
my, = —— = —
my 8
b + 41
n = —Mp - T = *
Y=
1 1
n— 3 4—
Y 8x+ 1
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V05 +h—4/05 V2
my = lim = —
h—0 h 2
2
bt——mt-x—i—y:%
R
Yt = 2-73 1
1 2
m, =——=———
my \/§

fla)=-2"+2  P(2[f(2) = —6)
—2+h)°+2+6 _

me = jim h -1z
bt:—mt$+y:18
1 1
my, = —— = —
my 12
b, =—my, -z +y=—6-
B 1 61
In =137 %
49/13 f(z) = —1
a
P(=1|f(-1) =1)
1
T v R _
M=, e

a = atan(my) = 45°
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1
PIf(2) = —3)
1 1 h
S | h 1
— i 2+h 2 _ 2 _ =
my = L —= W0 2h + 2 4

a = atan(my) = 14.04°

c
P(0.1]£(0.1) = —10)
1
— L 410
my = lim —H——— — 100
h—0

a = atan(my) = 89.43°

49/12¢

f(ZL') = —3\/5 Ty = 8

) = fimy ———
i (=72 4+ 9h + VT72) (=72 + 9h — \/72)
h—0 h(—+/T2 + 9h — \/72)
= lim )
h=0 —+/T2 + 9h — /T2
9 3 3

N RN D)
3.8 Ableitungsfunktion

Die Ableitung von f(z) bei zq ist eine lokale Eigenschaft der Funktion f(z),
also einer Stelle x. Allerdings sind unsere Funktionen fast iiberall differenzier-
bar. Ausnahmen sind Unstetigkeitsstellen und Knickstellen. Es gibt eine Funktion
f'(x) = my(x) fiir alle Stellen x. Sie heift Ableitungsfunktion.

Fla)  tim JE D)~ @)

h—0 h
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z. B. f(x) = a*

fia) = Jim h
. x* + 423h + 622h? + 4xhd + B — 2t
= lim
h—0 h
= }3‘% 423 + 62°h + 42* + h?
=423

z. B. f'(5) = 500

g(z) = 2*
h2_ 2 2 h h2_ 2
o) = iy I = g S o
h(z) = 2°
3_ .3 3 2 2 p3_ .3
h/<x>:]11h%(x+hl)l x :}Lin%x + 3z h+?;lxh +h’—z _ a2
i(z) =a-2?
2_ a2 2 2 _ .2
#(z) = lim alx+h)*—a-x _lim + 2zh + ah® — ax P
h—0 h h—0 h
jl@) =z

(Vo +h—va) (Ve +h+ )

1

! — l- — l- —
J'(w) = lim h ho h(Vz + b+ /a) NG
1
2 _ -2 29 2y—1 _ .1
K(z) = lim (x+h)*—a lim (x* + 2xh + h?) AR
h—0 h h—0 h
f(x)=az"  f(z)=n-az"!
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54/2

55/7

(z) = az® + bz + ¢
/

f
f(x) =2ax +b

r) =32+ 3

() = 6x
P(0.5]f(0.5) = 3.75)
m = f'(0.5) =3
b=—-m-x+y=225
y=3r+2.25

f
f/

38



x)——x3+2

~ =

(z) =

(ﬂf() —6)

m = f'(2) = 12
b=-m-z+y=18
y=—12z+ 18

59/6 g(z) =10—-3z=m = -3

C

1 3
f(z) = 100
3
/ Y 2
a3 2
100
x =10

P(10]£(10) = —20)

d
f(z)=ba*+c
f'(z) = 3bx®
—3 = 3bx?
x = +(-b)"2
P(H(=b)"2|f(+(=b)"2) = +(=b)"2+¢) b<0
60/12
3.2 furo<t<1
H(t)=<32-5(t—1)? firl<¢t<18
0 fur1.8<t<3
a
H'(0.5) =0
H'(1.5) = =10t + 10 = —5
H'(2.5) =0
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67/3

H'(1) = 0 = —10t + 10
H'(1.8) = =10t + 10 = —8 # H'(1.8) = 0

2® —202° + 642 =0 |-ax=2=0

z* —202° +64 =0 It = 2

t2 =20t +64 =0 Ipg

tijo = 10 + /100 — 64 = 10 + 6 |resubst.
T1j2/3/4 = £r/t1)2

L = {0;£2; +4}

2® —17* + 162 =0 |+ox=2=0

gt =172 +16=0 |t =27

2 =17t +16 =0 Ipq

tp =85+ V7225 -16 =85+ 7.5 |resubst.

T1j2/3/4 = £A/t1)2

L = {0; +1; +4}
2 13
2 2

~Z_0 -z

z-3 =z=3
13

934—Eas2+1=0 it =2°
13

t2—5t+120 Ipq

o1 fl69 13 5
271" N1~ 12712

T1j2/3/4 = £A/t1)2

L= {g;i\ﬁ;i\/g}
3 3 2
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: 14
(x5—8)(x4—§x2+5)20
P —8=0=x=+v8=2

14

vt — —2® 4+ 5= it = 2?
3

, 14

t—§t+5= Ipg

t 7+ 49 5 7+2 |resubst
=3 ——0=5*5 ubst.
273N\ 373

T1/2/3/4 = + t11/2

L= {Z;i\/g;i\/g}

3.9 Nullstellen

Annahme: f(z) = 0 habe 21 = 2; x5 = —3; x3 = 1 als Lésungen,
f(z) hat Grad 3.

flz)=a(x—2)(z+3)(z—1)

=23 —Te+6firc=1

Wiirde ich die zusatzliche Nullstelle 2, = 4 als Linearfaktor in die Funktions-
gleichung einfligen, so hatte ich eine Funktion 4. Grades. Allgemein gilt: Eine
ganzrationale Funktion mit Grad n hat maximal n Nullstellen. Funktionen mit
ungeradzahligen Graden n = 1,3,5,7 ... haben mindestens eine Nullstelle. Solche
mit geradzahligen Graden n = 2,4,6,8 ... haben keine Mindestzahl an Nullstel-
len.
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3.9.1 Mehrfache Nullstellen
Beispiel f(z) habe 1 = z9 = 2 und x3 = 1 als Nullstellen (Grad 3).

1,,

0.5 1

08,1 12 14 1.6 1.8 2 22 2.4 2.6

—0.5 ¢

11
Beriihrpunkt bei x = 2, aulerdem Extrempunkt.
Finde ich eine doppelte Nullstelle, so liegt gleichzeitig an der Stelle ein Extrem-

punkt vor. Eine dreifache Nullstelle ist zusatzlich ein Sattelpunkt mit waagerech-
ter Tangente.
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67/5

f(z) =2* — 22
f(0) =0
flx) =
L ={0;2}
3 .
2 41
1 1
I 1//////&
c
f(z) = 2(2* - 9)
f(0) =
flx) =
L = {0;+3)
20 +
10 1
YA 2
_10 1
—20
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f(z) =a* —132% + 36

f(0) = 36
flx)=0
L ={£2;£3}
80 1
60 {
40 |
20 |
L ANZE

68/13 f(z) = az® +bx* +cx +d

a

4
NS: 0; —4; —
I ’5
a=95
4 . 1, 1
f(:l:)za(a:—())(m—l-él)(x—g)=a(:v —|—35x —35@
= 52® + 162” — 16z
b
10
NS: — -3, —
) ) 3
a=9
1 1 1 1
f(x)=a(x+§)(x—3)(x—§0)=a(:p3—6x2—§x+3§)

=923 — 722 — 2 + 30
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68/12 f(z)

a

68/11

NS: 0; —v/2;v/2

a=1
flz) = alz — 0)(z + V2)(z — V2) = a(z® — 27)
=23 — 2z

1 1
NS: 0; \/3’\/_3
a=2>5

1 1 5 1

f(z) = a(z —0)(z + 75)(1’ - 75) e C=))
=52 —x

= —0.082% + 0.56x + 1.44

0= —0.082% 4+ 0.56x + 1.44

—0.56 + 4/0.562 — 4(—0.08) - 1.44  —0.56 + 0.88
2(—0.08) - —0.16

T1/2 =

(1’1 = —2> To = 9

1.44 = —0.082% + 0.56x + 1.44
0 = —0.082% 4 0.56z

—0.56 + v/0.562  —0.56 + 0.56
~2(=0.08)  —0.16
(x1=0) 29=7

f(z) =ax®+c
fO)=2=c=2
f(5) = f(-5) =
fl) =~z +2

f(x)=0 2 =+v50
Breite: 24/50 = 10v/2 ~ 14.14
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68/15

s = 1000m
s(t) = 30t — 0.4¢2
v(t) =30 — 0.8t
a
v(t) =0=30—0.8t =t =375
s(37.5) = 30(37.5) — 0.4(37.5)> = 565.5
b

s(t) = vo - t — 0.4t* < 1000

Vo
H=vy— 08t =t =—>
U() Vo = 08
v2 v 5
t) = 2L —0.4(=2)% = 292 < 1000
s(t) = o (g —g% <

3.10 Hoch-, Tief- und Sattelpunkte

Hochpunkt: f(zy) = f(x) in der Ndhe
Tiefpunkt: f(x7) < f(x) in der Ndhe

f'(xw) = f(ar) = fl(xs) =0

Daraus folgt ein Rechenverfahren zur Bestimmung der Stellen x mit f'(x) = 0.

z. B. f(z) = 2 — 22°

fl(x) =32 —42 =0

= X1 = 0 To = g

1 und x5 sind Kandidaten fiir Extrema.
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Umgebungsuntersuchung
fir Hochpunkte gilt: f'(z;) >0 f'(x) =0 f'(z,) <0
fur Tiefpunkte gilt: f'(x;) <0 f'(x) =0 f'(z,) >0

zu:x1 =0 r=-1 z, =
flla) =f(-1)=17

f'(z1) = f(0) =0

fa) =r(@1)=-1

= H(0]0)

zu .flfg—%l =1 z,=2
fla) = (1) =-1
f'(1) = f(0) =0

Fa,) = 1'(2) = 4
:T(%]—12)

Sonderfall Sattelpunkt (Wendepunkt mit waagerechter Tangente)

f(x) <0 fl(x)=0 f'(z,) <0 oder
f@)>0 f(x)=0 f(2,)>0

73/2

e

fl(x) = -2 + 322 =0 | +x=2,=0
0=-2"4+3r |=2=2,=0
0=—2+3 |—3(-1)

3=x

L = {0;3}

f(-=1)=4 f(0)=0 f'(1)=2 = Sattelpunkt S(0]f(0) = —4)
f'2)y=4 f(3)=0 f'(4)=-16 = Hochpunkt H(3|f(3) = 22)
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74/6

f(z) = 2* — 42® + 427
f'(z) = 42® — 122% + 8z

0 = 42% — 1222 + 8z |+x=21=0
0=4r> 122+ 8 labc

1244
T3 = 3

SL’2:1 333:2

F-1) =24 o) =0 f(5)=15 =T([0)

F5) =15 fl)=0 f(3)=-15 =HQ)
P =15 fla)=0 f(3)=24 =T(0)
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3.11 2. Ableitungsfunktion
f(@) = (f'(=))

Die 2. Ableitungsfunktion f”(z) beschreibt das Kriimmungsverhalten der Ur-
sprungsfunktion f(z).
f"(x) > 0 links gekrimmt

f"(x) < 0 rechts gekrimmt
f"(x) = 0 Wendepunkt

80/1

b
f(z) = 2z — 32°
f(x)=2—6x
f”(x) - _6

' B B 1

f) =0 L=}
f”(%) =—6<0 H(z|5)

d
f(z) = 2* —42® + 3
f'(z)=2—6x
f(z) = 122° — 8
flx) =0 L={+v2;0}
F(+V2) =16 >0 T(£V2]—1)
f"(0)=-8<0 H(0]3)
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4 10 .
flz) = 51’5 - 30335 + %x

9
f'(x) = 42* — 1022 + 7

f"(z) = 162* — 20z

1 3
@) =0 L={5%5)
g1 L 1 E
Fig= <0 MGl
f'(-5)=8>0 H(-3|- )
N 3 _g
Fi5)=24>0 T(5l-+)
f1(=3)=-20<0 T(-5]2)

3.12 Wendepunkte

Wendepunkte eines Graphen sind Punkte, an denen die Krimmung wendet. Am
Wendepunkt selbst ist das Kriimmungsverhalten gleich 0. AuBerdem sind Wen-
depunkte Punkte mit maximaler bzw. minimaler Steigung.

Notwendige Bedingung: f”(x) =0

Hinreichende Bedingung (1): Umgebungsuntersuchung
f"(z1) >0 f"(x,) <0 Wechsel im Krimmungsverhalten
= Wendepunkt W P(z|f(z)) (links-rechts)

Hinreichende Bedingung (I1): f"”(z) # 0
fiir f"(z) < 0 LRWP

fiir f"(x) > 0 RLWP

fur f”(x) = 0 keine Entscheidung
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84/1

a
flz)=a%+2
f"(x) =6z =0 L ={0}
#"(z) = 6 = RLWP(0|2)
rechts: z € |—o0; 0]
links: x € [0; 00
8 .
6 s
4 s
14 —1 —05 05 1 15
_2 il
_4 il
b

flz)=4+2r—2°
fla)=-2=0 L={)

rechts: = € |—o0; o[
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flx) =2 —a* +2°

f"(z) = 202* — 122> + 62 =0 L = {0}
f"(x) = 602% — 242 + 6

#7(0) = 6 = RLW P(0]0)

rechts: x € |—o0; 0]

links: z € [0; oo

0.5 1
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84/2b

85/12

L={-1}
"(~1) = 6 = RLWP(-1|f(-1) = —1)
'(=1) = 0 = Sattelpunkt

f(x):$3+bw2+cx+d
@) =322 +2bx +c=0

1
f”(I)=6x+2b=0:>m:—§b
3 3 3
b2

== C = —
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85/14

a
fo(z) = 2* — az?
fi(x)=6x—2a=0 L= {g}
fl(@) =6 fI(3) = 6= RLWP(S|fu(3))
b
fa(z) = 2* — 2a2® + 1
fi(x) = 1222 ~4da=0 L = {i\/g}
() = 24
0[5 =244 [8) > 0= RIWP( 411, [D)
f;”<—\/§> _ 24(—\/§> 0= Lme—@me@»
89/2

A wahr, die Steigung ist negativ, d. h. die Werte werden kleiner

B falsch, die Funktion hat bei z = —1 einen Sattelpunkt, die Steigung ist
davor und danach positiv

C wahr, einen Tiefpunkt bei z = 2 und einen Hochpunkt bei z = 0

D 7, die Funktionswerte sind an der Ableitungsfunktion nicht erkennbar
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89/1

1 4 2
fx) = —15% +x
£(0) = 0= 5(0[0)
fl@) =0 L ={0;£V18} = 5(00), 5(v/18]0), S(—V/18]0)

2
‘ﬂ@=—§ﬂ+mzo L ={0; +3}

f(z) = —ng +2

3
£(0) =2 = T(O17(0) = 0)
f(3) = 4= TEIIE) = )
F(=8) = ~4 = T(-3|(-3) = 5)

monoton steigend f'(z) = 0: ]—o0; —3],[0; 3]
monoton fallend f'(z) < 0: [3;0],[3; 0]
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1.
flz) = 61’3 — 2 + 1.5z

£(0) = 0= S(0/0)

f(z) = éxg —22+ 150 =0 L =1{0;3} = 5(0/0),5(3]|0)

"(z) = %x2—2x—|—1.5 =0 L=1{1;3}

") =12 —2

"(1) = =1 = H(1]f(1) = 0.6)

"(3) =1=T(@3|f(3) =0)

monoton steigend f'(z) = 0: [—o0;1],[3; 0]
0: [1;3]

f
f
f
f

monoton fallend f'(z) <
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flz) =2+ ; D = R\{0} (kein Schnittpunkt mit y-Achse)
f(x) =0 L ={} (kein Schnittpunkt mit x-Achse)
)
flo)=1-—5=0 L={£V5}
" 10
o) =3
2

f"(V5) = VAt T(V5|f(v/5) = v/20)

’ 2 R —
F'(=V5) = wAndd V5[ f(=V5) = —v/20)

monoton steigend f'(z) = 0: }—oo; —\/5] , [\/5, oo]
monoton fallend f'(z) < 0: [—\/5;0[,]0; \@]

) \/
5 1
~10 _5 5 10
ﬂ
_10 1

3.13 Nullstellen: Polynomdivision

97/2
b ( 22°+222-2lx+12) < (z+4) =22 -6z +3
— 223 — 82
— 622 — 21z
622 + 24z
3x + 12
— 3z — 12
0
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c( 208-72* —2+2)+(20—-1) =273z -2

— 223 4 2?
— 622 —=x
622 — 3z
—4x + 2
4o — 2
0
d ( 2" +22%—42? -9 -2) + (z+2) =2 -4z -1
— gt — 223
T
42? + 8z
—r—2
T+ 2
0
98/4
azxr =1
( 2%—62+ 11z —6) =+ (z—1) =2 -5z +6
— 2 422
— 522 + 11x
5% — bx
6x — 6
—6x+6
0
==
e
T
T3 =
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b .’13122
a3 +x2—4x—4)+(m—2)=x2+3x+2
— 23 + 222

3x2 — 4x

— 322 + 62
2¢ — 4
—2rx+4
0

flz)=(z—-2)(x+2)(x+1)

cCxy=—2
42® —132+6) + (v +2) = 42* — 8z + 3
42?8
— 822 — 13x
_ 827 + 16z
3r +6
—3x—6
0
8 +4
Toj3 = ——
2/3 3
1
1’2—5
3
:L' e
T2
1 3
fl@) = (z+2)(z - 5)~3)
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d .131:3
42 =8z —1lz —3) =+ (v —3) =4a? + 4z + 1
— 423 + 1227

472 — 11z

— 42?2 + 122
r—3
—x+3
0

Loz =

Tajs = —5

fla) = (= 3w+ 3)

98/11 f(z) =a®—22>-32+10  S(-2/0) = 2, = -2

a ( x3—2x2—3x+10)+(x+2)=x2—4x+5

— 3 — 222
— 42? — 3x
42% + 8x
o5x + 10
—o5x — 10
0
4++/—4
932/3:T

= keine Losung

glx)y=mz+b m=2 S5(-2/0)
0=2-(-2)+b=0b=4
=g(r)=2r+4

f(z) = g(x)z® —22% — 32 + 10 = 2z + 4
O0=2a®—222—52+6 x;=—-2
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( x3—2x2—5x+6)+(x+2)=x2—4x+3

— a3 — 222
— 4% — bx
42% + 8z
3x + 6
—3x—6
0
4+2
o = o
re =1 S(1/6)
r3 =3 S(3]10)

98/12 fi(z) = 22° — ta® + 8x
a

fo(z) = 22° — 227 + 8z |+
0=22"—2z+38

2 ++/-60

1 €ine Losung

Loz =

L = {0}

fio(w) = 22° — 102% + 8w | -z
0=22>—10z +8
10+ 6

4
L ={0;1;4}

Loz =

fo1o0(z) = 22° + 102* + 8z | - x
0 =222+ 10z + 8
~10+6

4
L ={0;-1; -4}

T3 =

Diskriminante > 0
|t > 8
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t=38
fs(z) = 22° — 8% + 8z
Nullstellen: {0;2}

3.14 Verhalten fiir x —- +

z. B. f(z) = —22° + 52 — Tz + 2
lim f(z) ~ lim (—22%) = -0
T—00 T—00

lim f(z) ~ lim (—22%) = 4o
Tr——00 Tr——00

= unterschiedlich fiir ungeradzahligen Grad

z. B. g(z) = 22* — 52
lim g(x) ~ lim (22%) = +0
T—00

r—00

lim g(z) ~ lim (22*%) = 4o
T—>—00 T—>—00

= gleich fiir geradzahligen Grad

3.15 Symmetrie

Bsp. f(z) = o'+ b5a? — 7

f(z) ist achsensymmetrisch zur y-Achse, weil nur geradzahlige Exponenten vor-
kommen.

Bsp. g(z) = 2% — 723 + x

g(x) ist punktsymmetrisch zum Ursprung, weil nur ungeradzahlige Exponenten
vorkommen.

allgemein:

achsensymmetrisch zur y-Achse: f(z) = f(—x)
punktsymmetrisch zum Ursprung: f(z) = —f(—x)
ansonsten: Symmetrie nicht erkennbar

62



Anwendung:
Bsp. h(z) = 35+2z

3(= )352 25()— ) 2
)"+ z T +2x
h(—{L‘) = ( m)2 5 = _3902 g = —h(l’)

= punktsymmetrisch

100/2
a f(z) = —3x*—0.222 + 10
b f(z) =3z + 42> — 22 = 423 — 2 + 32
c f(x

d fa)=@@+)@@+)=a*+23+2+1

)

)

)=2(x—1) 2% =223 — 222
)

) = —2(xt — 2% — 2?) = —2x* + 223 + 227
)

d f(z) = z(2* — 5) = 2° — 5z = punktsymmetrisch
e f(z) = (x—2)%2+1=2%—4z + 5 = nicht erkennbar

f f(x) =x(x —1)(z + 1) = 23 — x = punktsymmetrisch
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3.16 Kurvendiskussion

105/1

f(x) = %x?’ —42% + 8x
Ableitungen

f'(x) = g:vZ — 87 + 8
f"(x) =3x—38

f"(x) =3

Symmetrie

f(=x) # f(z)

—%x?’ —42% — 8x # %xs — 42° + 8z
f(=z) # —f(z)

—%x?’ — 4a* — 8x # —%x?’ + 42* — 8z
Nullstellen

1
f(x)=0=§x3—4x2+8x |tz =2,=0

4+,/16—-4-3-8
=4

1
2.1

Tg/3 =

L = {0;4}

Grenzverhalten

1
lim f(x) = lim 51’3 = ®

T—>0 T—>0
lim f(z) = lim —a® — —o
x—lgloo x _$—1>IPOC 2:6 N

64



Extremstellen

3
f’(m)=0=§x2—8x+8

8+4/64—4-2-8 gy

z‘ = =
1/2 2% 3

L={54)

e = f1(5) = ~4<0 HPGII()
f(x2) = f'(4) =4 >0 TP(4]f(4))
Wendestellen

f"(x) =0=3zx-38

L=}

m _ ///§ _ § §
f"@1) = f"(5)=3>0 RLWPGIf(3)
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1 .
f(a:):§x3+3x2—8:w3+6x2—16

Ableitungen

fl(x) =32 + 12z

f"(x) = 6z + 12

f"(z) =6

Symmetrie

f(=x) # f(z)

—2% + 622 4+ 16 # 2 + 627 — 16
f(=z) # —f(z)

—2® 4+ 62” + 16 # —z° — 62° + 16
Nullstellen

f(z) =0=2°+62> - 16

(24627 —16) + (z +2) = 2 + 42 — 8

— 8z — 16
8r + 16
0

—4+ /16 —4(=8) —4++/48
P23 = 2 B

L = {—2;—5.46;1.46}

Grenzverhalten
3

lim f(z) = lim 2° = o
T—00 Tr—00

lim f(r) = lim 2° = -
T—>—00 T——00
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Extremstellen

fla)=0=32+12c |+a=2 =0
3xr+12=0
L = {0; —4}

f'(wx) = f'(0) =12 > 0 TP(0]f(0))

f”(ZEQ) — f”(_4) =-12<0 HP(_4|f(_4))
Wendestellen

f'(@) = 0= 62 +12

L={-2}

f/”(l'l) _ f’”(_2) =6>0 RLWP<_2|f(_2))

10 5

—10 *
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106/5
f(z) =187.5—1.579-1072 - z* — 1.988 - 190 ¢ . »*

Hohe

f(0) = 187.5

Breite

f(z) =0

subst. t = z

0=187.5—-1.579-1072-¢t—1.988-107%-¢

oy = 1.579 1072 + 4/(1.579 - 10-2)2 — 4 - (—1.988 - 10-F) - 187.5
2-(—1.988 - 10-6)

t1 <0ty =6520.923541

T1jp = t4/ty ~ £80

2-80 = 160

2

f'(x) = —3.158-107% - 2 — 7.952 - 107 . 23
f'(80) = —2.5264 — 4.071424 ~ —6.6
atan(—6.6) ~ —81°

£(19) = 187.5 — 5.70019 — 0.259078148 ~ 181
vertikaler Abstand: 187.5 — 181 = 6.5 < 10
£(9) =10 = 177.5 — 1.579 — 0.01988 ~ 176.2
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3.17 Tangente und Anwendungen

3.17.1 Allgemeine Tangentengleichung - Herleitung

flz)=y=m-x+0

Stellew  f'(u)=m  f(u)=y
fw)=fw)-ut+b = b= f(u)=[f(u) u
tx) = f'(u) -z + flu) = f(u)-u

= f'(u) - (z—u) + f(u)
1

o) =~ (e =)+ S10)
108/5
f(x) =2 —z; B(-26) u=—2
flx)y=20—-1 f'(u)=-5
tx) = =5 (r+2)+6=-br—4
n) =3 (x+2) +6= 246
b

f(z) = % +2; B(4]3) u=4

fila) =47 ) = -
1 1

t(x) :—Z~(x—4)+3=—1x+4

n(z)=4-(r—4)+3=4x—13

Exkurs: Quadratische Ergdnzung
fihrt auf die Scheitelpunktform einer quadratischen Gleichung
z.B. flz) =22
=2° —x+0.25-0.25
= (z—0.5)* - 0.25
Scheitelpunkt S(0.5] — 0.25)

69



z. B. g(x) = 42* — 3z + 8
4@2—§xy+8
3.9 9
A2 = o+ — — —
=3 5 )
3 9
4l — =) — 4(—
(w—g)" —4lgy) +8
1
4(95 _ §)2 ﬂ
8 16
3137

Scheitelpunkt S(=|—)

8" 16

nimm den Koeffizienten (-1), halbiere ihn (-0.5) und quadriere anschlieBend

(0.25).
109/10

109/11

ﬂ@=y=4—%f

Y (0]6)

f() = =

t(x) = f'(z0) - (x — @) + f(z0) = 2 — 2 2o + 4

f(z) = —0.0022* + 0.1222* — 1.8

Tiefster Punkt: 7'(0] — 1.8)

Augen: P(x(|1.6)

f'(z) = —0.0082% + 0.244z

t(z) = 0.006u* — 0.122u”® — 0.008uz + 0.224ux — 1.8

/61
t(0) = —1.8 = 0.006u* — 0.122u* — 1.8 L = {0; + 3}

61
t(z) = 0.366752x — 1.8  fuer u = 3

1.6 = 0.366752x9 — 1.8
9 = 9.2706
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112/7
S(t) = —0.08t> + 3.5t> + 10.6t + 237

S'(t) = —0.24t* + 7t + 10.6

Die Ableitung gibt an, wie stark die Schulden ansteigen, also die Neuver-
schuldung pro Jahr.

S"(t) = —0.48t + 7
S"(to) =0
to = 14.583  (um 1994)

S'(tg) = 0= —0.24t> + Tt + 10.6
1
to = 5(175 +v36985) ~ 30.6 (um 2010)
S"(ty) ~ =769 <0 = Hochpunkt
d Nicht die Staatsschulden, sondern die Neuverschuldung, nahm ab.

111/3
f(t) = 0.25¢% — 12¢% + 144t

f(t) =0=025t"—12¢* + 144t L = {0;24}

f'(t)=0=0.75t" — 24t + 144 L = {8;24}
f"(t) = 1.5t — 24

f"(8)=-12<0 = HP
f'(24)=12>0 = TP

"(t)=0=15t—24 L= {16}
=15>0 = RLWP
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12
Halfte d. Maximalwerts = @ = 57 = 256

f(t) =256 = 0.25¢° — 12t + 144¢
0 = 0.25¢% — 12t + 144¢ — 256

(- 3t3 =126 + 144t — 256 ) + (t — 16) = 1¢* — 8t + 16
— gt 4
— 817 + 144t
8t* — 128t

16t — 256
— 16t + 256

0
L = {2.1436; 16; (29.856)}
fo(t) = 0.25t3 — 12¢? + 144t — 256
f3@) = f'(t) = 0.75¢t* — 24t + 144
£3(2.1436) ~ 96 > 0
Jal

/(16) = —48 < 0
(£4(29.856) ~ 96 > 0)

Zeitraum: 2.1436 bis 16
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Teil 11

11/2
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112/5

1
O(t) = =505 (7 = 36t + 324¢ — 5700) ¢ € [0;24]

O'(t) L(—t2 + 24t —108) = 0

~ 100

Lo 2AENRE 4T3 2412
V2 —2 -2 0T
t=6  ty=18

12—t
O// t _

6
O'(h) =z >0 = TP(6l0(6) = 16.12)

6
0'(t)) = 25 <0 = HP(18/0(18) = 19)

b Die Steigung der Wendetangente gibt an, wie sich die Temperaturanderung
andert (Beschleunigung).

3.18 Optimieren unter Nebenbedingungen

Tunnelquerschnitt:

L
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Lange der Randlinie (Umfang) ist 5m; A ist maximal

114/3

Hauptbedingung HB
A(r,h) = 2rh + %7?7“2
(A(r) heiBt Zielfunktion ZF)

Nebenbedingung NB

U=5=2h+2r+ar | —2r —7r
5 1
h—ﬁ—r—ém’

setze h in A(r, h) ein
) 1 1

AF) = 20(2 — 7 — Z77) + 0
(r) r(2 r 27r7“)—|—27rr

1
=5r —2r2 —r? + 57?7“2

1

=(—§ —2) -7+ 5r

5 — 7.14159r

0 L ={0.7}
T fuerr=0.7
A(r) = 1.75m?

A'(r)
A'(r)
~0

>

d

=50=2(1+0b)=b=25-1
A(l) =21 - (25 — 1) = —21* 4 501
A/
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114/4

U(1,b) = 2(1 + b)

4
A:«m:ﬁb:bzl?
U =2 SZE
U'(l) =2 — 80002
Uly=0 L= {+20}
I =0b=20cm
115/7
a
V(z) = (16 — 2x) - (10 — 22) - x = 42® — 522% + 160z
V'(x) = 122% — 104z + 160
2
Vi) =0 L={2(3)
V(2em) = 144em?
115/8

U(r,h) = mr +2r + 2h

1 45 — Lmr?
A=d5=mr? 4 2rh = h = — 20
2 2r
45
U(r) = §7rr+2r+7

1
U'(r) = —45r72 + ST+ 2

Ulr)y=0 L = {+3.55}
r = 3.95m
h =3.55m fuer r = 3.55m
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115/11

V(r,h) = mr?h

115/14

a ... Kantenlange der Grundflache

1
V(a,h)zg'aQ'h

1 a 1 4
— . . . ) = —— 64

9 a* - (5.76 5 ) 18@ + 0.64a
Vi(a) =0 L = {0; £2.771}

V(2.771m) ~ 3.55m
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115/13

Tragfahigkeit 7'~ b
Tragfihigkeit T ~ h?

r = 50cm
T(b,h) =b-h?
h? +b* = (2r)* = h* = 10000 — b* = h = v/10000 — b
T(b) = b- (10000 — b*) = —b* + 100006
T'(b) = —3b* + 10000
, 100
T'(b) =0 L—{i%}
100

T(%) ~ 384900

b~ 57.74ecm

100

3.19 Numerisches Verfahren zur Nullstellen-
bestimmung

z. B. f(z) =2 + 52 — 10
probeweise:

F(1) = —4

F2) =8

= Nullstelle zwischen 1 und 2

Vermutung zp = 1.5
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ﬂ(ﬁeni'eun

Nullste lle

Zum Rechenverfahren
Tangentengleichung t(x) = f'(z0)(z — x0) + f(0)

t(x1) =0 T, = Ty — JJ:/((Q;;))

R

allgemeine Naherungsformel nach Newton (und Raphson)
o = g

n beginnend bei 0

Abbruchbedingung: Nullstelle auf 3 Dezimalen genau. Das bedeutet, dass beim
nachsten Schritt sich die 3. Dezimale nicht mehr andern darf
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Beispiel f(x) = 2 + 5z — 10
fl(x) =32 +5
ro=1.5
1.5 +5-1.5—10
315245
Ty = ...~ 1.4233
r3 = ...~ 1.42331
Nullstelle auf 3 Dezimalen genau: = = 1.423

r1 =15 ~ 1.4255

118/1

2 +20—-1=0
fl(x) =32% +2

Ty = 0
—1
) —
1581
=——~04

T3 5137 0.453398

00302634185
x* = 0.453

3.19.1 Anwendungen des Newton-Verfahrens

Mégliche Fragestellungen:

e Nullstellen eines Funktionsgraphen f(x) = 0, auch f(z) = a
e Nullstellen der Ableitungsfunktion f/'(z) = 0, auch f'(z) =m
e Schnittstellen zweier Funktionsgraphen f(z) = g(z)

e zu Zielfunktion Lésungen finden
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118/2

flz)=2*—-3z—1

f'(x) =32 -3
To =2

x; = 1.8889

x9 = 1.8795

x3 = 1.8794

xg = 1.8794

xy = 1.879

x5y = —1.532
xy = —0.347

f(x) =2 +32° — 3
f'(z) = 32° + 62

To=1

1 = 0.8889
x9 = 0.8795
x3 = 0.8794
x4 = 0.8794
xy = 0.879
xy = —2.532
xy = —1.347
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f(z) =a* —22° — 52 + 1
f'(x) = 42 — 62% — 10z
g = 0.5

z1 = 0.4271
2y = 0.4203
z3 = 0.4204
x4 = 0.4204
o = 0.420

ak = —1.332
zh = —0.521
ot = 3.432

flx)=a*+2° 42> + 2+ 0.5
f'(z) = 42® + 32* — 8v + 1
.730:05

1 = 0.6071
o = 0.6030
xg = 0.6030
¥ = 0.603

xy = —2.635
xy = —0.246
xy = 1.278
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118/3

flz)=2"+2°+1
f'(x) = 5a* + 322

g = —1
x1 = —0.8750
ro = —0.8400
x3 = —0.8376
xy = —0.8376
x* = —0.838
118/4

a
g(x) =2 h(r)=2"-1
f(x)=g(x) — h(z) = —2> + 22 + 1
fl(x) = —32% + 22
Ty = 1.5
x* = 1.466

b

3 L 3
g(x) =2, h(x)= % —2x+2
1

f(z) =g(x) — h(z) = §x3 + 2z — 2
f(z) = g:cz +2
Ty = 1
x* = 0.848
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118/5

a
flz)=01z* —2>—2+1; m=1
fl(r)=042® 22 -1=1
0.42° — 22 —2=0
23022.5
T* = 2.627

b
f(x) =—012" —2® + 2 +3; m = —18
f'(z) = —0.42® — 32° + 22 = —18
—0.42° —32* + 22+ 18 = 0
1'():2.5
z* = 2.400

C

1 1
f(x)z1—0x3+2x2—1+57 m =4
3, 1

f’(:c)—l—ox —|—x—?—4
3 2
EZL‘ +$_ﬁ_4_0
{L'():QE)
r* = 2.418
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f(x) :ﬁ—§w3+3; m = —10
1 3
(2) = —— — 22% = —10
SN
Ty = 2.5
¥ = 2.622
118/6
a
flx)=2"+x+1
fl(z) =52 +1>0
Die Funktion ist streng monoton steigend, d. h. sie hat genau eine Nullstelle.
b
g = —]_
x* ~ —0.755

85



118/7

r = 9cm

Vi = %7‘(‘7"3

Vg =hrR? = -V = %m”?’

hR* = %TS
R2+(g)2=r2:>R2=r2—hZ2
h(rQ—hZQ)zh 2—%3——7“3
81h — %3 = 243

1
—ZM%+&h—243=o

1 3
PZW+8M—2%Y=—ZW+81

(hy ~ —19.345)
hy ~ 3.091
hs ~ 16.25

Ry =4A[r?2 — —= ~8.87

Ry =A[r? — —= ~ 3.87
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3.20 AB Kurvenuntersuchungen
AB/1
a

fa(z) = 2% — 202 + 1

aeR,a>0

Symmetrie

fo(—=2) = 2% + 2az + 1 # f,(2)

—fu(a) = —a® + 200 1 # ful(—2)

= keine Symmetrie erkennbar

Nullstellen

v —2ar+1=0

2a+/(—2a)> —4-1-1
2-1

T1/2 = a*x a?—1

Extrema
fi(r) =2x—2a=0 L={a}
ff(x)=2>0 = TP(a|fu(a) = —a* + 1)

Wendepunkte
fil@)=0 L={}
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fl4)=2-4—-2a=1 =a=35

a

$1/2:ai \/CL2—1

a>—1<0 fuera<1l = keine Nullstelle
a>~1=0 fuera=1 = 1 Nullstelle

a>—1>0 fuera>1 = 2 Nullstellen
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3.20.1 Ortslinie

Der Graph, auf dem alle Tiefpunkte zu unterschiedlichen a liegen, heillt Ortslinie
der Tiefpunkte:

T(a] —a® + 1)
r=a
y=—a’+1

setze a aus x-Koordinate in y ein
fl@)=y=—-2"+1
Funktionsgleichung der Ortskurve der Tiefpunkte

40

30 1
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AB/5

1
falz) = §x4 — az?

a>0
Symmetrie

fa(—2) = %x4 —az® = f,(x)

= Achsensymmetrie
1
—falz) = —§$4 +az® # fo(—2)

= keine Punktsymmetrie erkennbar

Nullstellen

1 4 2 2
—_ _ =0 -
21' axr ’ T

§x2 —a=0

L = {0; +/2a}

Extrema

fi(z) =22 — 2ax =0 |-

22° — 2a = 0
r=++a
f!(z) = 62% — 2a

fM(+£va) =4a>0=TP
F1(0) = 20 < 0= HP

a

Wendepunkte
R =0 L= (e
fd(x) =12z

f;”(\/g) - 12\/§ > 0= RLWP

£~ %) - —12\@ <0= LRWP
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AB/4

fule) = &t —aa?®)  WPQIL(D)

ful—w) = (& — aa?) = (o)

= Achsensymmetrie = zweiter Wendepunkt bei z = —1
1
fél(i1)=3-12—§a20 =a=6
1 )
1) =-(1"-6-1%) = —
Fo(£1) = 1 )=-3
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" _ 2_1(1_ _ 2
fi(x) = 3x 5 =0 L—{i\/;}

a a CL2
tl(a:) = —g 61’4—@

3.21 Wiederholung

115/9
O(a, h) = a* + 4ah
40dm3
Via,h) = a® h = 40dm® = h = a;”
O(a) = a® + 160dm?® - a™*
O'(a) = 2a — 160dem® - a2
a = V80dm3 ~ 4.309dm
3
p= 24 10 ~ 2.154dm
v/ 80dm?3
119/8
h(0) = 400m
h(370) = 0

a h' beschreibt das Gefalle des Flusses und gibt den Hohenverlust des Wassers
pro Kilometer an

b ein Stausee hat einen waagerechten Abschnitt des Graphen zur Folge, ein
Wasserfall eine Sprungstelle

c h' ist nicht positiv, da das Wasser ausschlieBlich nach unten flieBt; die
Einheit ist =
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3.22 Sinus- und Kosinusfunktion

f(x) = sin(x
« T
= — U=2
360° U ™
- 2T x - 360°

Q@
360° 2m

wichtige x-Koordinaten
r=314.. =7 r=06.28... =27

™ 3T
=1.57...= — =4.71... = —
T 57 5 T 7 5

sin(x + 5) = cos(x) sin(x) = cos(x — 5)

3.22.1 Vielfachheit der Lésungen von (geniometrischen)
Gleichungen

sin(z) = 0.7

x = asin(0.7) ~ 0.775
Tn ~ 0775 +n - 27

Ty~ — 0775 +m - 27
n,me 7

cos(z) = 0.3

x = acos(0.3) ~ 1.266
T, ~ 1.266 +n - 27
Ty ~ —1.266 +n - 27

n,m e 7
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128/6

sin(x) = 0.9396

x = asin(0.9396) ~ 1.221
T, ~ 1221 +n- 27

Ty 2T —1221+m 27

sin(z) = 0.5519

x = asin(0.5519) ~ 0.585
T, ~ 0.585 +n- 27

Ty~ 7m—0.98 +m - 27

cos(x) = 0.6294

x = asin(0.6294) ~ 0.890
Tp ~ 0.890 +n - 27

T =~ —0.890 + m - 27

cos(z) = —0.8870

x = asin(—0.8870) ~ 2.662
T, ~ 2.662+n-27

T & —2.662 +m - 27

128/7

sin(z) = 0.63

x = asin(0.63) ~ 0.682
T, ~ 0.682+n- 27

T T —0.682+m: 27
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3.22.2

a Streckung entlang der y-Achse (Amplitude)
b Streckung entlang der x-Achse (Perioden pro 2, Periodenldnge p = 27”)

¢ Verschiebung in x-Richtung (fiir ¢ > 0 nach rechts)

cos(x) = —0.55

x = asin(—0.55) ~ 2.153
T, ~ 2153 +n- 27w

T & —2.153 +m - 27

T = asin(—i) ~ —0.524

T, ~—0.524+n- 27
Tm ~ 7+ 0524 +m - 27

cos(z) = —%\/5

1
T = asin ——\/5 ~ 2.356
( 2

T, ~ 2.356 +n - 27
Ty ~ —2.356 +m - 21

Die allgemeine Sinusfunktion

fle)=y=a-

d Verschiebung in y-Richtung

sin(b(x —¢)) +d
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3.22.3 AB Die Funktionen f: z — a - sin(b(x — ¢)) und
thre Graphen

AB/3

fx) = 3-sin(%(:v—7r))
p=4r

1
3-szn(§(x—7r))
Ty =2r+n-p
Tr=n-p

Jrn
Tw =T+ <= -
w B p

flz)=2- sm(gx)

p =3

3
xH=Z7r+n-p

Tr=2-T+Mn-p

N I S S

ITw =35"P

p =27
2
xH—gw—i-n P
)
xT=§7T+n p
xW:%+g
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AB/5
f(z)=a-sin(b-z+e)

f(z) = 20‘sm(210-:1c— g)
b T T
flz) = 6-sin(ﬁ-x+ Z)
¢ T
flz)=4-sin(—= -z — 5)
AB/6
f(t) =a-sin(b(t —c)) -2<t<13

a Die Sonne bewegt sich aus Sicht der Aufnahmen periodisch auf und ab.
Ihr Hohenverlauf ldsst sich daher {iber eine Sinuskurve modellieren.

ﬂ@:a.mu%-@—an

3.22.4 Ableitung der Sinusfunktion

0.8 |
0.6 |
0.4

0.2

02 04 06 08 1 1.2 1.4 16

sin(x), cos(x)

97



Anndherung mit Taylorreihe

) f” a ) f/// a 5
(x —a) —1—%(95—@) —I-%(x—a) + ...

f(zo) = f(0) + @xl + f”(o)xQ + f”/(o)x?’ + ...

1! 2! 3!
, R
sin(x) =0+x1—§+§—ﬁ+...
z? 2t af
(sin(z)) =1— R cos(x)

130/1
f(x) =12 sin(x)
f'(z) =12 cos(x)
b
f(x) = =2 cos(z)
f'(x) = =2+ (=sin(x))
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130/3

f(z) = = - sinz)
1
F/x) = -cos(a)

- cos(x) — sin(x)

f 2
fi(x) =2 (—sin(z)) — cos(x)

f'(z) =3 cos(z)
,, 0T
my = f (?

by = —2.598 — 1.5 - 5% ~ —10.452

) =15

t(r) = 1.5z — 10.452
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130/4

f(z) =2 sin(z) — cos(x); [0; 27]

f'(x) =2 cos(z) + sin(x)

f'(x) =0=2-cos(x) + sin(x)
—8in<x>:—anx = = atan(—

= {atan(—-2) + nw} ne{l;2}

f"(x) = cos(x) — 2 - sin(x)
)

f"(atan(—2) + ) ~ —2.23 < 0
HP(atan(—2) + 7| f(atan(—2) + 7)) = HP(2.034|2.236)
4 27) ~ 223 > 0

f"(atan(—2)
2

T P(atan(—2) + 2x|f(atan(—2) + 27)) = T P(5.176] — 2.236)

f(z) =4-cos(x) +2x; xe|0;2r]
f(x) = =4 sin(x) + 2

f'(x)=0=—4-sin(z) +2
0.5 =sin(zr) = x=asin(0.5)
L = {asin(0.5); 7 — asin(0.5)}

f"(x) = —4 - cos(x)

f"(asin(0.5)) ~ —3.46 < 0

HP(asin(0.5)|f(asin(0.5))) = HP(0.524|4.51)

f"(m — asin(0.5)) ~ 3.46 > 0

TP(m — asin(0.5)| f(m — asin(0.5))) = TP(2.618|1.772)
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3.23 Neue Funktionen aus alten Funktionen

gegeben sind
f(x) = sin(x)

g(x) =V
h(z) =2*+5
Produkt

i(x) = f(z) - g(x) = sin(z) -V
j(@) = h(z) - f(z) = (z* +5) - sin(x)

Quotient
gl@) Wz
=) st
h(z) x*+5
W= T Ve
Verkettung
m(z) = f(g(x)) = sin(y/x)
n(z) = g(f(z)) = +/sin(z)

)
o(z) = fg(h(x))) = sin(Vz? +5)

3.23.1 Ableitungsregeln
Produktregel

k(x) = f(x) - g(z)
fx+h)-glx+h) - flz)- g(z)

K(z) = lim h

i JE ) 9@+ h)—f(@) - g(z + h) + fla) - gle + 1) — f(z) - g(2)
h—0 h

_ iy L@+ h) = f(@)] gl + ) + f(2) - [9(z + h) — g(2)]
h—0 h

= f'(=)-g(z) + f(z) - g'(x)
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Kettenregel

135/1

K@) = Fl9(2))
Vo) — tim £0 1) = Flale)

h—0 h
_ o flgle+h) = flg(x) gl +h) —g(x)
h—0 g(;(;.—i— h) — g(x) h
:}llii%f(z—’_zz_f Z) g'(x)

Beispiele
k(x) = (2 + 22 — 7) - sin(x)
K(z) = 2z +2) - sin(z) + (2> + 22 — 7) - cos(x)

k(x) = sin(z® — 5z)
K (z) = cos(z® — 5z) - (32> — 5)



135/2
a
1
f([L') = (l‘ _ 1)2
flw) = =2(z=1)7°
b
1
fl(z)=-20Br—-1)7%-3=—-6(3z—-1)"°
e
f(z) = sin(2x)
f'(z) = cos(2x) - 2 = 2cos(2x)
f
f(z) = sin(2x + )
f'(x) = cos(2x + ) - 2 = 2cos(2x + 7) = —2cos(2x)
138/1
g
f() = 2 - cos(a)
2 2
f(x) = =2277 - cos(z) — — sin(x)
h
f(z) = sin(x) - cos(x)
f'(z) = (cos(z))* — (sin(x))? = cos(2x)
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f(z) = \/_5 - cos(x)
oy cos(z)  sin(z)

fl@) =3 x
, V3
f(x) = 377
f(z) =0.25- sin(2x + )
f'(x) =0.25 cos(2x + ) -2 = —0.5 - cos(2z)

flz) = g - sin(m — 3x)

f(x) = ; ~cos(m —3x) - (=3) = 2 cos(3x)

flz) = —cos(x +1)
f'(x) = sin(2® + 1) - 22
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105

L (cos(w)?
1 2 ,
3 2 cos(x) - (—sin(x)) = ~3" cos(x) - sin(x)
3T
N S
2 3z 24/3x
V3+a
L DR
2 V3+z  2V3+u
VTr —5
L S ¢
2 To—5  2-\/Tz =5
=722 -5
1 1 Tx
e 1y =
2 Tx? — ! Tx? -5
1
sin(x)
1 cos(x)
TG T Gina)y



Ableitungen mit mehr als zwei Funktionen

l=g-[h-k]
V=g -h-k+g-[W -k+h-¥]
—g - hk+g-h k+g-h-K

=g h(k)
V=g -h(k)+g-W(k) K

l=g(h-k)
V=g (h-k)-[W k+h-K

Quotientenregel

(z) = (5 —4x)* - 272
() =3(5 —4x)* - (=4) a2 + (5 —4x)* - (—227?)
2-(b—4x)*- (2z +5)

f
f

f(z) =3z - cos(2x)
f'(z) =3 cos(2x) + 3z - (—sin(2z)) - 2
=3 (cos(2x) — 2x - sin(2x))
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140/2

f(z) = 3z - (sin(z))?
f'(z) =3 (sin(x))* + 3z - 2 - sin(z) - cos(z)
=3-sin(z) - (sin(z) + 2z - cos(x)

fla) =2z -1) -z
Fla) =220 —1)-2- o+ (22— 1)2 ——

2z

(22 —1)- (102 — 1)
_ N
f(z) =052"Vi—=z
f%x)=x-vZ—aw%0aﬁ-§v%j;.(_n
B (4—1.25z2)
 VA—u

1 —a?
J@) =375
;o —2x-(3x4+5)—(1—-2%)-3
fle) = (3z + 5)?
_ Bz+1)-(z+3)
T (Bz+5)?

\/E
g(x)=m+2

A (r+2) o1
/ 24/
g (x 4+ 2)?
_ 2
2y (1 +2)?
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o - 2522

W) = 3. cos(z) - (6(:236—_1)”—23 - sin(z) - 6
d

) = T

e  C03(a) costa) — sin(a) - (=sin(z)

(cos(x))?

=1+ (tan(z))?
3.24 Exponentialfunktionen - Ableitung

fl@)=2" [(z) glz) =4 4'(z)

9 1 1 2 3

Zwischen 2% und 4% liegt eine Exponentialfunktion, deren Ableitungsfunktion
genau der Ursprungsfunktion entspricht. Sie wird natiirliche Exponentialfunktion
genannt.

fz) = et
1
Eulersche Zahl e = lim (1 + —)" ~ 2.71828
n

n—ao0
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142/3

flx) =€

fl(x)=¢"

f//(x) _ em

" o loge(x) = In(x)

= @) = In(e®) =z

27 = 5”53%3 — p@logs(2)

2T — ea:-ln(2)

10% = ex'ln(IO)

f(x) = % In(2) 9T

f(x) = e3P In(2) = 2°
4(17

In(2) ~ 2. 0.7

n(4) ~ 4% - 1.4

f@)=w€
flx)=1-¢+ze® =e" - (x+1)

e(l'

f@):;

T oz z 1
fla) =© :ere L_¢ (;2 )
f@) ==
/ 1'690—1"696_1—1'
TW=—p ==
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f(z)=(x+1)- €
flz)=1-e"+(x+1)-"=¢€"(x+2)

@)= =%
C1ee % — g (=0.5) - e 057
fe) = e = (14 05)
@) = e’ +1
x
f,(x)_e““"-x—(e““"+1)-1 e’ (x—1)—1
x2 B 2
e.fE
) =
£2) ex-(x—l)—e‘l_ex (x —2)
CEE (o1
6336
fle) = x+2
) = 3.3 (x+2)—e-1 B e3 - (3z +5)
T +2)? (z +2)?

=" (0.1 + 1) + 22




f(x) - 7. 62;1:2+1

f/(l') =1- 62m2+1 +- 62m2+1 A = 62m2+1 . (41,2 + 1)

3.24.1 Basis #e¢

f'(z) = MU0 1n(10)
— 10 - In(10)
- In()

145/8

e* +10=06.5-¢*  |subst. ¢* = z
2 +10=652z | —6.5z
2 —6.52+10=0

6.5 + v42.25 — 40

212 = 5
21=4 29=25 |resubst.
7 =4=¢€" lin

1 =1In(4) ~ 1.386

29 =25 =¢" lln
xe = In(2.5) ~ 0.916
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e —6-e"+8=0  |subst. " =2
22 —62+8=0

6 + /36 — 32
ap= Ty
21=4 29=2 |resubst.
7 =4=¢e" lln

15
e"—2——=0 subst. €* = 2z
€$
15
z2—2——=0 |-z
z
2 —2z-15=0
2+ v4+60
aps s
21 =5 (2 =-3) |resubst.
7 =5b=¢" lIn

x1 = In(5) ~ 1.609
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(e* —6)-(5—¢€*) =0 subst. €* = 2z
(22—=6)-(5—2)=0

F-6=0 |y
2 = V6 ~ 2.449 |resubst.

5-22=0 |y

2 = V5~ 1.710 |resubst.
zg =5 =¢" lIn

z5 = In(V/5) ~ 0.536

h
2-e"+15=8-¢" |subst. e” = z
224+ 15 = 8 | — 8
2
22415 — 5_ 0 |-z
z
222 +152—-8=0
—15 4+ /225 + 64
212 = 1
21 =05 (20 =-8) |resubst.
2z =05=¢€" lln
x = In(0.5) ~ —0.693
146/9
h(t) = 0.02 - ™
a

h(0) = 0.02
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h(6) = 0.02- % = 0.4

efF =20
6k = In(20)
In(2
g = 20 o409

h(9) = 0.02 - %4999 ~ 1.784

h(t) = 0.02 - %49 = 3
60.499t _ 150

0.499t = In(150)

L In(150)

~ 10.041
0.499

h(t+1)—h(t) = 1.5
0.02- ") —0.02- e = 1.5
0.02¢" - (e — 1) = 1.5
e (b —1) =175
0.647e%49% = 75
%199 — 115.92
0.499t = In(115.92)
_ In(115.92)

~ 9.525
0.499

R'(t) = 0.02k - e =1
0.02 - 0.499 - %499 =
6049925 _ 1002
0.499t = In(100.2)

~ In(100.2)

~ 9.233
0.499
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t=9
k(t) = 3.5 — 8.2 ¢ 0175

WV

k(t)=35—82-¢ 017 =3
e 0175~ 0.061
—0.175t ~ In(0.061)

_ In(0.061)

~ 15.982
—0.175

k(t+ 1) — k(t) = 0.2
3.5 _8.92.¢ 01T(t+1]) _ 35 4 89 . 0175 _ ()9
_ 8.9 . 0175:(t+1) +892.¢70175t _ 9
_ 89 . 0175t (6—0.175 ~1) =02
1.316 - ¢ %170 x 0.2
6_0'175t ~ 0.152
—0.175t ~ In(0.152)
_ In(0.152)

~ 10.765
—0.175
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3.25 Wiederholung

3.25.1
130/8

Sinusfunktionen und Newton-Verfahren

P(xolf(0)) Q(xolg(z0)) 0<x<27
flx) =2-sin(z)  g(z) =2
f'(x) =2 cos(x) g (x) =2

h(z) = f'(z) —¢'(x) =2 cos(x) — 22 =0
h'(z) = =2 sin(x) — 2

o =0

T = Ty — }]Z/((ZZ)) =1

Ty = a1 — :, 22)) ~ 0.75036

Ty = 5 — Z((Z)) ~ 0.73911

T4 =23 — Z((Z)) ~ 0.73908

s = T4 — s(éi)) ~ 0.73909

¥ ~ 0.7391

P(z*|f(z*)) ~ P(0.7391|1.3472)
Q(z*|g(z*)) ~ Q(0.7391]0.5463)
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f(z) = sin(x) + 2 - cos(x) g(z) = 2°

f'(x) = cos(x) — 2 - sin(x) d(z) = 32?
h(z) = f'(z) — ¢'(x) = cos(z) — 2 - sin(x) — 32> = 0
h'(z) = —sin(x) — 2 - cos(z) — 6z

2o=0

Tl =Xy — I]Z’((xx(;)) =0.5

Ty = 1 — Z((le)) ~ 0.34120

T3 = @2 — Z((Z)) ~ 0.32336

vy = 13— ]27’,((”;2)) ~ 0.32311

Ty = X4 — Z/((it)) ~ 0.32311

¥ ~ 0.3231

P(a*|f(z*)) ~ P(0.3231]2.2140)
Qa*|g(a*)) ~ Q(0.3231/0.0337)

3.25.2 Produktregel

138/3
f(z) = (22 — 8) - sin(x) f'(z) =2 cos(x)
flxy=a-b fl(x)=d -b+a-V #d U
= f'(z)=2-sin(z) + (22 — 8) - cos(x)
b

g(z) = 2z —-3)- (8 —z)’
gd(x)=2-(8—2)+ (2 —3)- (16 - 2x)
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3.25.3 Quotientenregel

140/11

]

f(z) = sin(x) + tan(x) = sin(z) +

f'(x) = cos(x) + (cos(x)) ™2

= sin(x) - tan(x) = (szn(:c))2
() = sin(a) -tan(a) = 70
() = sin(x sin(z)
f (%) - ( )+ (COS(]?))Q

cos(z)  (cos(x))?

fz) = =

 tan(z) sin(x)

3

(ﬂﬂz—iaﬂﬂ_gig&

118



3.25.4
146/13

2 2-cos(x)
~ tan(x)  sin(x)
2

(sin(x))®

Kurvendiskussion

f(x) = 80000 - ™02
0 = 01.10.2002

92 = 01.01.2003

£(92) = 80000 - *992% ~ 96161.27
457 £ 01.01.2004

f(457) = 80000 - e™2%457 ~ 199542.38

f(z) = 80000 - *%9%* = 1000000
e0.00QI _ 125
In(12.5)

= ~ 1262.86 = 17.03.2
x 0.002 62.86 7.03.2006

f(z) = 80000 - %0922 — 1000000000
60.0021’ = 12500
~ In(12500)

~ 4716.74 = 31.08.201
0.002 716.7 31.08.2015
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2 f(21) = f(2)
2 - 80000 - 60-002901 = 80000 - 60.002352
9. 0-002z1 _ ,0.002z>
In(2) + 0.002z; = 0.002x9
In(2)
0.002

~ 346.57

To — X1 =

p- f(z1) = f(z1 + 365)
p - 80000 - 200271 = 80(0( - 2002 (#1+365)
D - €0v0029€1 _ 60.002951 ) 60,002.365

p = 60.002-365 ~ 208 = 208%

365 = 01.10.2003
f(365) — £(364) = 80000 - °092365 _ 80000 - ¢*902%54 ~ 331.68

f'(x) = 80000 - 0.002 - >002 — 160 - 0002
f(364.5) ~ 331.68

flz+1) — f(z) = 400
80000 - ¢2:002:(z+1) _ 80000 - 29927 — 400
80000 - %% - (%% — 1) = 400

400
80000 - (e0-002 — 1))

x = In( ~ 457.65 = 02.01.2004

1 0.002

f’(a:) — 160 - 29022 _ 400
400 1

)~ 458.15 = 03.01.2004
T60) 0002 ~ 19815 = 03.01.200

x = In(
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146/10

1.5

0.5 1
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v(t) =25 (1— e 0 1t)
v(t+1)=25(1— 6—0.1-(t+1))

v(t) <v(t+1)

25 -(1—e ™) <25 (1—e MWDy | 295
L—e O <1 — e 0t (1)
e—O.lt - 670.1-(t+1) ]ln()
—0.1t > —01-(t+1) |- (=10)
t<t+1
v(t2) — v(t1)

= z) v(2) ~ 0.98 — 0.45 = 0.53

V' (t) =025 e O
v'(2) =0.20

h Die Beschleunigung ist bei ¢ = 0 am groRten, da sie standig kleiner wird.

3.26 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Z.

B.

31}1 + 2[132 - 31’3 = 5

—Xr1 — X2 + 5.133 = 15‘ 23 LGS
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LGS in Stufenform

—T2 + 4[1/’1 + 3[[‘3
3res + 11
4372

I
o Ot N

= einfach zu |6sen

I 4x9 =8 — x5 =2
eingesetzt in |l
rT1+3:-2=5—->x=-1

eingesetzt in |

4.(—1)—2+3x3=2—>x3:§
8
L={(-11213)}

3.26.1 GaulR-Verfahren

Das GauB-Verfahren dient dazu, ein LGS in Stufenform zu tberfiihren und dann
zu |6sen.

123



256 /4

21171 — 41}2 + 5.’13'3 = 3
3r1 + 3xe + Tzs = 13
41‘1 - 21’2 - 31’3 = —1

Eliminiere 1 aus 2 der 3 Gleichungen

Eliminiere 25 aus 1 der 2 Gleichungen

21’1 — 4372 + 5%3 = 3
()Il + 01’2 + 38.133 = 38
01‘1 + 6%2 — 131‘3 = -7

Lose LGS in Stufenform

21171 — 41}2 + 51’3 = 3
38rs = 38
6ry — 1323 = -7

I 38x3 =38 > x3=1
eingesetzt in Il

6ro —13-1=—-7—>x2y=1
eingesetzt in |

201 —4-145-1=3—->x,=1
L ={(11]1)}

124

21‘1 — 41’2 + 51’3 = 3
31‘1 + 31’2 + 71’3 = 13
0.231 + 6332 — 13.2?3 = -7
21‘1 — 4{L‘2 + 5ZL‘3 = 3
Or; + 18x9 — 1lxzs = 17
Ory + 6z9 — 1323 = -7

I117-2-1
2-1I-3-1
I1-3-111



3.26.2 Matrix-Schreibweise

256 /4
b

—x1 + Tx9

51‘1 — 3$2

0 12 0

L- {o[1/2}

+ x3 = 1 — 4 -1 1
o= 5 -3 1

5

6 IT+1; III—1I

)

5

6 I1—3-11I

12
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0 06 18 3
03 1.2 0 O
05 0 1 1

0 06 18 3
03 0 —-36 —6|{[[-2-1
05 0 1 1

0 06 18 3
21 0 0 —=24|I1+36-11I
05 0 1 1

8
21a) = 24— @ = —
0-5'(§>+$3=1H$3=1—71
0.6x2+1.8~%:3—>g;2:%
8 2 11
L={-22=)
Beispiel einer Sonderfall-LGsung
3r; + 2x9 — 3x3 = 5‘
—r1 — X3 + dwg = 15
B 2::22 N 132:];33 :550']+3‘”

Eine Variable ist frei wahlbar und wird a bezeichnet
T3=a

Il — 29+ 12a =50 — 29 = 12a — 50

I 3x;4+2(12a —50) —3a =5 — 21 = —Ta+ 35

1 —Ta + 35 —Ta 35 35 7
To|=112a—50 |=| 12a |+ | -50)=]|-50]+a- |12
T3 a a 0 0 1

Geradengleichung im R?

3.26.3 Steckbriefaufgaben

Beispiel Gesucht ist die Funktionsgleichung einer Funktion zweiten Grades
y=ar?+br+c
Merkmale:
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1. verlauft durch P(2|5)

f(2)=5
b=a-224b-2+c5=4a+2b+c¢

2. hat bei x = 3 die Steigung 10

f(z) =2ax +b=10
10 = 6a + b

3. schneidet die y-Achse bei 5

f(0) =5
5=a-0°+b-0+c
d=c

c=25

100=6a+b = b=10—6a
5=4a+2(10—-6a)+5 = a=25
b=10—-6-25= -5

Die gesuchte Funktion heift f(z) = 2.52% — 5z + 5

Beispiele fiir Bedingungen

e hat bei P(1|3) einen Wendepunkt

f1)=3
f”(l) =0

o verlduft bei P(—2|3) parallel zur Geraden g(x) = 4z — 1
f'(=2) =4
e hat an der Stelle = 3 einen Sattelpunkt

J'(3) =0
7'(3) =0
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e ist eine achsensymmetrische Funktion 4. Grades / punktsymmetrische Funk-
tion 5. Grades

f(z) =az* +ba® + ca® +dx +e

= b=d=0

(z) = az® + ba* + ca® + da* + ex + f
= b=d=f=0

«

262/1

A13)  B(=1[2)  CBJ2)
y = ax® +bxr +c

3=a+b+c
2=a—-b+c
2=9a+3b+c
1
a—b+c=9+3b+c¢c = az—éb
1 3 1 1
§b+c=—§+c+1 = b=§ = a=-7
1 1 3
3:—14—54—6 = 6221
_ x+x+23
Y=y Ty eyt
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262/4

A(0[1) B(1/|0) C(—1/4) D(2| —5)
y=ax® +bx’ +cx +d

1=d

O=a+b+c+d

4=—-a+b—c+d

—5=8a+4b+2c+d

a+b+c=a+b—c+d+8a+4b+2c+d = c=2a+b
4=—-q+b—-—2a—-b+d = a=-1 = b+c=0
c=2a+b = c=-1 = b=1

y=-1"+2°—x+1

3.26.4 Funktionenschar
262/3

f(z) =az® +bx +c
A(2/|0) B(—2|0)

4a + 2b + ¢ = O
4a — 2b + ¢ = O

2x3 LGS unterbestimmt = eine Variable ist frei wahlbar
4a + 20 + ¢ = 0

Ab _ 0 I1—-1I

= b=0

da+c=0

setze a = k

dk+c=0 = c=—4k

fo(z) = ka® — 4k Funktionenschar, Parameterfunktion
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262/8

f(z)=az®+bx+c
A(=4{0)  B(0] - 4)

16a — 4b + ¢ = 0
c = —4

= c=-4

16a —4b—4=0

a=k

16k —-4b=4 = 0b=4k—-1

fe(z) = ka* + dkx —x — 4

f(x) =az* +ba® + ca® + dx +e

(
‘1) =4a+2b=2a—4=0 =
f(z) = 22" —42* — 1

f"(z) = 242® — 8
F'(1) =16 > 0

= keine Losung

130

a =



263/10

C

f(ilf) = Cl21’2 + a1x + ag
P(=33)  Q(3]0)

f(—3)=9a2—3a1+a0=3
f(3) =9as + 3a1 + ag =0

9ays — 3ay + ag = 9as + 3a1 + ag + 3
1
—a1=a1+1 = a; = ——=

2
9as +1.54+ay=3 = ag=1.5—9as

a9 = k
fe(x) = ka® — 0.5z + 1.5 — 9k

schwarz

fr)=k—-05+15-9% =2 = k=——

1 1
f(x) = —ga:? — §x2 +2.625

rot

fx(1)=k—05+15-9% =3 = k=—-

1, 1
f(w)——;lx —§x+3.75

blau

) =k—=05+15-9%k=—-1 = k=

1 1
f(x) = Z# -5t 0.75
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263/11

263,12

2) = ax? = 659344a = 189
= 2.8665- 1074 22

= a~28665-107*

f(i17§é)::f(i812)::254-—65::189
f(z) =az® +bx +c

fl@)=—f(x) = b=0

F0)=0 = =0

f(81

()

SP(-1] —1) SP(1]1) =
WPO0) = f"(0) =0
f(z) = az’® + ba® + cx

f(l)=a+b+c=1
f(1)=5a+3b+c=0
F"(1) = 20a +6b =0

1 111

5 310

20 6 0 0

1 11 1

4 2 0 -1 II-1
20 6 0 O

111 1

4 2 0 =1 [II-3-1I
8 00 3

3 5
S iop=1 b= -2
2" - 1
§—§—i-c—1 = 5
8 4 8

3 5 15
f(z) = §x5 Zaig 57



Kapitel 4

Integralrechnung

s=wv-t fuer v = const.
Rechtecksfliche A = 5s - 15@ =75m
S

Es gilt A = s = zuriickgelegter Weg

5

\\vﬁ
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s(t) =w(t) -t
s = Summe von Rechtecksstreifen als Naherung fiir den Flacheninhalt

NE=
~—~
00
% o
v/ AN
//, /C//// > x

Durch Grenzwertbildung erhdlt man

5=Jiwyﬁ

0

4.1 Untersumme - Obersumme

Beispiel f(z) =y = 2? z e [0;1]

"o "o
(v} 1 ok
06 0.6
a4 oM
g g
0L oN0k DL KD " X | oLoM0kDE N0 X
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Untersumme

Us=02-(0+0.04 +0.16 + 0.36 + 0.64) = 0.24FE
Der wahre Flacheninhalt ist sicher groRer als 0.24F'E

Obersumme

Os5 =0.2-(0.04+0.16 + 0.36 + 0.64 + 1) = 0.44FFE
Der wahre Flacheninhalt ist sicher kleiner als 0.44F F

5 — Intervall in 5 gleiche Abschnitte:

I =[0;1] = Intervallbreite 0.2 — Breite der Rechtecke
(0+ ... +0.64) bzw. (0.04 + ... + 1) — Hohen der Rechtecke
FE — Flacheneinheiten

Uy =0.1-(0+0.01 +0.04 +0.09 + 0.16 + 0.25 + 0.36 + 0.49 + 0.64 + 0.81)
= 0.28bFF
O10 =0.1-(0.01 4+ 0.04 + 0.09 + 0.16 + 0.25 + 0.36 + 0.49 + 0.64 + 0.81 + 1)
= 0.385FF
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4.1.1 Obersumme/Untersumme — lim — Integral

f(x) =2

Teile das Intervall in n Teile
— Jeder Teil ist 2 (da b =1 — 1) Langeneinheiten breit

n

1 1 2 3 n—1
U, = = (04 (=) + (2)? + (2)? 2
S0 PR CP et ()
1 2 92, 92 2
=E.(0+1 +2° 43"+ ...+ (n—-1)9)
1 1
zﬁ-é-(n—l)-n-@n—l)
1l n—=1n 2n-1
6 n n n
1 —1 2n —1 1 1
limUnzlim(_.n Jnoan J==-1-1.2=2
n—o0 n—oo n n n 6 3
1 1 2 3 n—1 n
On:_' ~)\2 N2 “\2 2 N2
SR CP O+ (P ()
1
=ﬁ-(12+22+32+...+(n—1)2+n2)
1 1
=3 6~n-(n+1)~(2(n+1)—1)
1 n n+l 2(n+1)—-1
6 n n n
1 1 2 1)—1 1 1
limOnzlim(—-ﬁ-nJr . (n+1) )==-1-1-2==
n—00 n—»0' 060 n n n 6 3
1

lim U, = lim O,, = -

n—a0 n—a0 3

Der wahre Flicheninhalt ist A = %FE

b
Wenn gilt, dass lim U, = lim O,, = Zahl = f f(z) - dx

n—0o0 n—0o0

Existiert ein gemeinsamer Grenzwert (n — o) von Untersumme und Obersum-
me, so nennt man den Grenzwert Integralwert des bestimmten Integrals.

160/3
a 1FE = 1000000m3 Wasser
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b Am schnellsten zwischen 2h und 4h.

Am langsamsten zwischen 8h und 10h.
Nach 12h wiederholt sich der Graph periodisch.

c Der Graph wird um 25% gestreckt, die Flache wachst also um 25%.

4.2 Das bestimmte Integral

Lbf(x) do

a,b ... linke bzw. rechte Intervallgrenze
f(x) ... Integrand, zu integrierende Funktion
x ... Integrationsvariable

dx ... Differenzial liH(l) Az = dz

f(x) - dz ... Flache eines infinitesimal schmalen Rechteckstreifens mit Breite dx
und Hohe f(z)
§ ... Integralzeichen meint eine Summation

liegt f(x) unterhalb der z-Achse (< 0) im Intervall [a; b], so gilt SZ f(z)-dx <0

Das Integral ist die Differenz oberhalb der x-Achse und unterhalb der z-Achse
liegender Flachenstiicke
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4.3 Berechnung von Integralen, Hauptsatz

Gesucht: Flacheninhalt unter dem Graphen von f(z) = y = 22% im Intervall [0; ]

b
1
J—mS-daS
0 D
b 1 b, 1,2b, 1, (n—=1)-b5 14
n=—"(=(— —(— i+ = (———— =b
0 n (5<n) 5<n) + +5< n >+5 )
_1 b4 13 23 13 3
_S'H'( +2°+ ..+ (n—1)+n°)
1 v 1 9 9
L b ontl mtl
4 5 n n n n
b
1 1 1 1 1 1
J—m3-dx=limOnzlim(—-—-b4-ﬁ~ﬁ~i~n+ )= —pt
0 D n—o0 n—00 5 n n n n 20

Betrachte den Flacheninhalt zu linker Grenze a und rechter Grenze b.

1

. _ L4 .
7}1_:(}1010 O, = 55 fuer [0;al
: L,
r}grolo O, = Q_Ob fuer [0;b]
1 1
A= 4 - 4 .
201) 55 fuer [a;b]

4.3.1 Verallgemeinerung (Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung)

A= [ f@)-do = [F@), = F®) - Flo
dabei gilt F'(z) = f(z)
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F(x) heift Aufleitungsfunktion oder Stammfunktion von f(x).

1 1 d 1 1
im Beispiel: F(z) = 2—0334 — (%3;4)’ — %(%xﬁ‘) _ gxg
167/3
a
2 1 3
flxz) =2 F(:E)=§x
J4x2 dr = F(4) — F(0) = 64
0 3
i
f(z) = —z F(z) = im5
40
—1
f cotde = F(-1) = F(=2) = 0.775
—2
]
f(z) = 0.5 F(z) = ~2*
f 0.50% - dir = F(4) — F(—4) = &
—4 3
k

f(z) =2° F(z) = -x

Jlﬁwm:FM)—F&Dzo

4.4 Integrale lIosen - Anwendung
168,11
v(t) =981t  V(t) =s(t) =4.905 -t

J%@wﬁzwa—V@zéu%
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168/13

]

168/15

a

f(z) = 4x F(z) = 227

1

Jz4x-dm=30=F(z)—F(1)=F(z)—2
F(2)=32 = z=4

f(z) =04 F(z) =04z
J2Z0.4-dx:8:F(22)—F(O) = F(22) -0

F(22) =8 = 22=20 = 2z2=10

flr)=—-22"+8x+1=0
—844/82—4-(=2)-1 —8++72

2. (-2) T
1~ —0.1213 x5~ 4.1213

Ti/2 =
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(z—05)'=1 = ;=15
flz)=e"—e*=0

T =2

f(z) =02 —1=0

=5 = 1= l0g2(5> ~ 0.8047
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Teil 111

12/1

142



4.5 Stammfunktion bilden, integrieren

1 -2
J<x+4)3~d:v —5-(:v+4) +c

5 5 »
J—(Sx_2>5'd:p———4.3~(3m—2) +c

1 1
J5'€2w'd$:m'€2m+c

4.6 bestimmtes Integral, Integralfunktion, un-
bestimmtes Integral

| 5o = el

sofern a,b > 0 oder a,b < 0 kein Problem
wenn eines groRer und eines kleiner 0 ist, dann muss man genauer untersuchen (Polstelle!)




0 (ZE + 1)2
d
) 4 59 4 5 4 s
z. — = .2 = = - .02=72
L soVerde=lgpeatly = g 00 - g 00 =T
e
0 1 ‘ 1
J 62x+1 dr |:_e2$+1] _62-0+1 . 62-(70.5)+1 ~ 0.8591
05 2 05
f
J sin(3z —m) - do = l—— - cos(3x — W)] =
0 0
1 1 2
——-cos(Bm—7m)+ - -cos(3-0—m) = —
g
f Lot o= lgeém]l _ 2 J 20 Z 2672 0 4169
5 N 5 5.+
h
" : " : .
J cos(3z) - dx = l— : sm(3:c)] = —-sin(37) — 3 sin(3-(=m)) =0
171/4
c
4y 4
J o In(z+1) _ In(4+1) In(3+1) < 01116
2+ 1) 2 |, 2 2
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4.6.1 Integralfunktion

[ sy de = tFt = £ - Pl = s
5@ = [ @) e = [F = P - Fla)

Integralfunktion zur unteren (linken) Grenze a. Sie gibt zu jedem spéater einge-
setzten Wert x (= b) den bestimmten Integralwert an.

unbestimmtes Integral

175/2
1
fz) ==z Jo() :f §t dt

x -4 -2 0 2 4 6
Jax)| 0 -3 -4 -3 0 5
x -4 -2 0 2 4 6
Joz)| 4 1 01 49
x -4 -2 0 2 4 6
h(z)| 3 0 -1 0 3 8

4.7 Rechenregeln fiir Integrale

[RERES
Lbc'f(x)'dxzc-f:f(x).dx
Lbf(:c).dﬁf:f(x).dx_ff(x)_dx
Efwwmz_fﬂ@dx

[ 1o [ ot ae = [0 ot

a
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172/15

]

176/10

1 1 1
J(m—2\/x2+4)-d:c+2-f \/x2+4-dcc=J x-dr=0.5
0

0 0

371 4 q 49
J —-dx—i—f —-d;U=J —dr =1In(4) — In(3) ~ 0.2877

f(t) =50t*- et

a Die Integralfunktion gibt die Anzahl der Telefonanrufe bis zum Zeitpunkt

176/9

Jol) = j NN

M@:fﬂﬂ~%5

Ju(8) = Jo(8) — Jo(4) ~ 1080 — 445 = 635

Die Anzahl der Anrufer in der Warteschleife ist zu dem Zeitpunkt am héch-
sten, an dem die Anrufer pro Minute wieder unter 200 sinken (bei t ~ 5).

£(1) = cos(5 (¢~ 12))
1) = cos(o (1~ 6))
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Zunahme (f(t) > 0) zwischen 6 und 18 Uhr
Abnahme (f(t) < 0) zwischen 18 und 6 Uhr

Zunahme (g(t) > 0) zwischen 0 und 12 Uhr
Abnahme (g(t) < 0) zwischen 12 und 24 Uhr

Am schnellsten um 12 Uhr (Hochpunkt)
Am langsamsten um 0/24 Uhr (Tiefpunkt)

Am schnellsten um 6 Uhr (Hochpunkt)
Am langsamsten um 18 Uhr (Tiefpunkt)

Maximal um 18 Uhr (Rechts-Links-Wendepunkt)
Minimal um 6 Uhr (Links-Rechts-Wendepunkt)

Maximal um 12 Uhr (Rechts-Links-Wendepunkt)
Minimal um 0/24 Uhr (Links-Rechts-Wendepunkt)

12
F(t) = - sm(ﬁt) +c
¢ =20 F,_o(12) = 20

F(18) ~23.82  F(6) ~ 16.18

12 7T
G(t) = - cos(ﬁt) +c
c=20— Ge-0(12) ~ 16.1803

G(12) =20  G(0) = G(24) ~ 12.36
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4.8 Ableitung der Umkehrfunktion
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f(z) =y =sin(zr) = f(y) = = = asin(y)

1 1
f'ly) = cos(x) - cos(asin(y))
V1 =sin2(x)  4/1— sin2(asin(y)) 1—y?

umbenennen

- - 1
flz) =y =cos(z) = f(y) = x = acos(y)

1 1
I'(y) = —sin(r) - —sin(acos(y))
1 — cos?(x) \/1 — cos?(acos(y)) 1—y?

umbenennen
_ 1
f (ZL‘) == 1— 22

fz) =y =tan(z) « f(y) = x = atan(y)
F(y) = cos®(x) = cos*(atan(y))

y 1
S+l 2l

=1—sin*(x) = 1 — sin’*(atan(y)) = 1

umbenennen
— 1

/ —
f'(@) 2+ 1
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4.9 Integral und Flacheninhalt

A=A+ A,
1. Berechne die Schnittstellen a, b, ¢

b c
2. A=) f (9(z) — f(z)) - de] + | f (9(z) — f(2)) - d]
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Wie die Flachen zur xz-Achse liegen ist unwichtig, weil ich gedanklich beide Gra-
phen gemeinsam soweit nach oben schieben kann dass die Flachen komplett
oberhalb der x-Achse liegen.

fle) — flz)+d
glx) — g(x)+d

Durch Differenzialbildung fallen die gedanklich eingefiihrten Verschiebungen wie-
der weg.

b b
J ((f(x) +d) — (9(z) + d)) - dz = f (f(z) = g(x)) - da
179/2

f(z) = —0.52° + 0.5 g(x) =—15

1
F(z) = —éxg + 0.5z G(z) = —1.5z

—|ff - da]
— [F(1) F@Jﬂ:%pE

I Ay + Az + Ay + As

A=1| () () - de

=Kﬂm—Femwwmm—Gemﬂ=%FE
Nl As

A={Lﬂ@dﬂ

=ww)—an:§FE
IV A,

A=|| @)
= |F(-1) ~ F(-2)| = *FFE
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180/5

f(z) = 2? g(x) = —2° + 4x
gle) L ={0;2}
f(z) —g(z) = 22° — 4z

2 2 . 2
A= J‘@x2—4$)whj=:H§x5—2xﬂa:=2§FE
0

flx) =——= g(x) =2.50 —5.25
f@)=g(@) L={2~-04;~0.5}

1
g(x) = —2.520 +5.25 — =

=

5

SN~—
|

2

1
A~|| (-2.5x+5.25— ﬁ) - dz|
0.5

1
::H—125x2+525x+—gﬁé\kﬁL7FE

4.9.1 Flacheninhalt, uneigentliche Integrale

180/8

=2 12
Fi(z) = -=
A@%if—édxz
A(16) = 8
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180/10

Fig. 2

, 2
A(CI,)Z—?-FQ

n" 4
A((I)ZE
A@)=0 L={+1}
A'1)=4>0 = TP

Minimaler Flacheninhalt: A(1) = 4FE

Beispiel f(z) = — [3; o[
Z 1 .
= lim — dzr = lim [—:L‘ 1]
zZ—0 3 X zZ—00
1 1 1




Fig. 3

Fig. 4

183/7

ho
sz F(s)-ds
m - M

h1
F(s) =72
_ N 1w m-kg
c=v-m-M~ 398210 T2
F(s)=c-5?
ha .
W = c~s_2~ds=[—c~3_1]hj
h1

hy = 6.37-10%n hoy =4.22-10"m

107m
W=[—c s~ 1333107 c~ 5308 10°Nm

hy = 6.37-10%n hy — 0
W = lim [—c . s_l]h2

W 6.37.106m > 1.570-107" - ¢ ~ 6.252 - 10" Nm
2—)(1) .
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183/5

180/11

| fr) = &
Il f(z) = &
I f(Z'):\/LE F(z)=2 -z

fl(x) =2z = m=f'(a)=2a
fla)=0a> = b=da>-2a-a=—a

= t(r) =2a -7 —a’
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4.10 Integration von Produkten: partielle In-
tegration

Ableitungs-Produktregel: (u-v) =u'-v+u -0

(w-v) =u - v4+u-o | —u-

uev=(u-v) —u- |J
/

Ju'mzj(u-u)'—Jum
Ju’.vzu-v—fu-v/

Beispiel
Jsm(m) - dr = —cos(x) - x — f—cos(x) -1-dx

= —cos(z) - x + sin(x) + ¢
/

(—cos(z)) -« + sin(x)) = sin(z) -«

1 1
¥ 2? — (ze* -z — f—e% -1-dx)
2 2
1 1 1
= —e¥ . 2? 5629” :B+f§e2x dz
_ 1 2x 2 1 2z 1 2z
= —e z 26 T+ 46
1 1 1
_ 2z a2 -
=e (290 2x+ 4)
Spezialfille
1
Jl-ln(x)-dx=x-ln(m)—fx~—-dx
x

=zx-In(z)—z
(Stammfunktion von in(z))
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Jsm(az) -cos(x) - dx = —cos(x) - cos(x) — Jcos(x) - (—=sin(x)) - dz

— —cos(x) — fsin(x) Ccos(z)-dr |+ J sin(z) - cos(z) - da

2. fsm(:r) -cos(x) - dr = —cos*(x) | =2
2
Jsm(x) ~cos(x) - dr = —0082($)
188/1
a
! 2
J e’ x-dr =[e" x]ll—fex-l-d:cz [® -z —e]', ==
—1 e
d
0.5 1 0.5 1
J 62x+2 Ar - dr = |:_€2x+2 . 4']{| _ J_62:C+2 4 dr
) 2 ; 2
_ [262a:+2 R 62x+2]0~5 — o2
0
188/2
b
J cos(z) - x - dx = [sin(x) - x| — Jsm(a:) -1-dx
0
= [sin(z) -  + cos(x)]; = —2
d

N

vy

J

o

[—2c0s(0.52) - 2 + 8sin(0.52) |27 = 8
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sin(0.5z) - 2z - dv = [—2c0s(0.5z) - 22" — J—2003(0.5$) -2-dx



188/8

a
L (sin(z))? - de = [—cos(l')-sz’n@)]g—f—cos(x)-cos(az)-daj
= [eos(a) sinf@)lf ~ [ (~sin*(a) 1) - da
= [—cos(z) - sin(x) + x|} J~ sin®(z) -dz | +»J:rsin?(x)- de;  +2
l—cos sin(a ]
¢
E & - cos(x) - du = [sin(m)-ex]QQ—Jsin(x)-ex-d:L’
_ [sin(z) - ], — ([—cos(x) - ¢°]*, — J _cos(x) - " - da)
= [sin(x) - € + cos(x) - *]*, — f cos(z) - € - du
_ l(Sin(lﬁ *'gos(lﬁ)' €K]i2 ~ 1.919
d
L " gin(rz) - € - dr = Be?ﬂf - sin(mc)]z - f%e%ﬂ - cos(nz) - da

1 [t ? 1
—e. sm(ﬂx)] - (l—e% e cos(mc)] - f——e% -2 sin(mx) - dr)
2 P ; 1

1 2 1,
= |=e* - sin(rx)| — (|=e* 7 cos(mx) + ~7m*| — Jeh - sin(mx) - dx)
| 2 0 4 4 o
'2 2x | oo _ L p2x 2
_ | 2e sin(mx) —m-e** - cos(mx) _ 7 etom ~ —12.140
w2 4+ 4 0o T +4 T2 44
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4.11

Kettenregel: (f(g(x))) = f/(9(x)) - ¢'(x)
f Fo(@) - (@) - do = f (f(g(x))) - da
)

= Benenneum f' — f f—F

Substitution 1

J flg(x)) - g (x)-dx  ersetze z = g(x)

f(2) - dz = [F(2)]20)

g(a)
Resubstitution

= [F(g(@))];

Beispiel

2 5
T
J -dx
1 \/1+3[L‘2

d
subst. z = 1 + 322 d—; = (1+ 32%) =62

13
272 -dz
J 1 + 3$2 L

- 2|2 ] [ +3:c)]2m2.676

1

@ICT! S| Ot
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Integration durch Substitution

Dabei ist f die Stammfunktion von f

dx

dz = 6x - dx



191/1

191/3

JQ Ax
— - dux;
o V1+ 222
subst. z = g(7) dz = ¢'(x) - dx

J’g(2) 1 [ \/,]9
- — - dz=12-4/z| =4
g(0) \/E '

1 —2z
| o=

subst. z = g(z) dz = ¢'(x) - dx

3
2
J v ~dx
o 1+ a2

subst. z = 1 + 22 dz = 22 - dx

_ Jl RE TP

z
resubst.

= [In(1 + 2?)]} = In(10) ~ 2.3026

2 T
J € -dx
_12+e”

subst. 2z = 2 4 €* dz = e" - dx

2+¢2? 1
_ J = de = ()]

24e-1 %
resubst.

= [In(2 + ¢)]?, ~ 1.3775
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191/8

2

¢ 4
J —— - dx
. T-In(x)
1

subst. z = In(z) dz = —-dx
T

:J2f.dz=[4-ln(z)]f

1 4
resubst.

= [4-In(In(z))]" = 4-In(2) ~ 2.7726

D=

7 - cos(mx)

il e A
L sin(mz) ’

subst. z = sin(nx) dz =7 - cos(mzx) - dx
sin(5) 1 o
sin(%)
= —-dz = [In(2)],, 2
Ln(g) z (3)
resubst.

in(2) 2x dt
J 26 - dw t=e**+3 t = — =2e* dx
g e*+3 dx
t(In(2)) Az 1 t(in(2)) 2z tin(2) ¢ _ 3
:J e . Q.dt:J e—-dt:J 2 dt
£(0) t 2. e £(0) 2t t(0) 2t
t 3 !
=|=-—=-In(t)| ~ 0.6606
52,
2
2 3 dt
JL.dm t=x+2 t=—=1 dr = dt
1 (x4 2)? dx
1@ 21 +3 12 ot —1 1@ 9 1
- Ly -dt:J _ -dt:J o)t
wy U iy U t(1) ¢
174
3
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7
* dt dt
— . t—dz—1 =2y =%
LSwm—1 ’ ! dx T
t(7) 1 (7)) lp 4 1 U 41
=J i—dt:f 1 4dt=f LI
£(0.5) \/% 4 t(0.5) 4- \/E £(0.5) 16 - \/Z
1 1 \/ 4(7) £(7) \[
= (=t + =) 2" t] —f ~Ntedt
|16 16 H05)  Ji(05) S
(11 H7) 1 2 H7)
~lgtrpvi| -5 3vel
|8 8 £(0.5) 8 3 £(0.5)
'1 2 27
= g-(t-x/ﬂ\/%—g-\/t?)] ~ 6.3285
- 1
t(4) 4 My +-1 t4) 44 _ 4
= —-\/E-dtzf —-—-dtzf - dt
t(0) t t(0) t 2 £(0) 2t
[ 1 ) t(4) 14 q ,
= —-(2t—4t)] —f — (2t — 4t) - dt
2t o) Juoy 207

Substitution 2

b
J f(z) - dx ersetze r = g(z)

9(b)

S RO OO RE

g(

r=g(2) z=9(w)
fz_j =g(z)  dv=g(z)- dz

= [Flg(2)5e) = [F(2)],
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Beispiel

1
JOQ Wy dx x = sin(z) dx = cos(z) - dz

_ 06\/%'dzzfo

AB/23

ol

a
1
J e’ -vVer +1-dx
0
1
x(t) = In(t) t=e" dx = g'dt

e 1 ¢
:J (@) . eln(t)+1.¥.dzzfm-dz
1

e

N 1)3] ~ 2.8943
1

Il
—
Wl N

4.11.1 Wiederholung
1. Ersetze g(x) durch z
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2. Ersetze z durch g(z)

g(b

b )
fm»w=(ﬁwm¢@dz

= [F(g(2) 20 = [F(x)];

dx ,
Y (2)
de = ¢'(2) - dz
AB/23
d
JQ 1+ In(x) e
1z (1= In(2))
z(t) =€ t =In(x) dor = e’ - dt
In(2) t In(2) 14+¢
:J t1+ln<€)t -et-dtzf L-dt
In(1) € (1 —In(et)) 0 1—-t
z=1-1 %:—1 dz = —dt
dt
1-in(2) 9 1-In(2) 2
:_J 2 Z-dz:—J (——1)-dz
1-0 < 1-0 z
= —[2-In(2) — 2]7™"@ ~ 1.6696
g

1
1
J ~dx
0 \/4—1‘2
s

x(t) =2 - sin(t) t= asz'n(z) dx =2 cos(t) - dt

B Jm”(é) 2 - cos(t) g — JGSM(%) 2 - cos(t)
a asin(2) \/4 - (2 ’ SZTZ(t))Q

asin(%) 2. ¢ asin(L) asin(L
f v 2cos® g [T g e -
0 24/ (cos(t))? 0
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4.12 Rotationskorper

Rotationssymetrische Korper, die man sich dadurch entstanden vorstellen kann,
dass eine Flache um eine Achse (z-Achse) rotiert.

4.12.1 Bestimmung des Volumens von Rotationskorpern

f(z) = %x2 +1

21, 213
=J (2?2 +1) - do = [69&3 +33] = G FE~217FE

21 1 1 > 203
:w-f (§x2+1)2~dx:7r- [2—Ox5+§x3+x]1 = WWVE% 15.34VE
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196/1

a
y=+vzr+1
2 2
Vzw-f (\/m+1)2-dx=7r-f (x+1)-do
—1 —1
1 2
:nnl?ﬁ+x} = 71-4.5VE ~ 14.13712VE
—1
b
1
y:_
X
31 3
VZ?T-J(—)2-dI=7T-Jl’2~d.Z‘
1 T 1
2
=w-}aﬁﬂf=w-§VE~209MVE
C
y =122 —6x+8
y=0 L ={2;4}
4 4
V:w-J@ﬂ—6x+&?dx=w-f@ﬁ—1mﬁ+5mﬁ—mm+6@wm
2 2
1 52 : 16
=7 |2’ -3z + Za® — 4822 + 642 | =7- —VE ~3.3510VE
5 3 ) 15
197/8
flz) =05z +1 gx) =15+ —1 [0; 4]
a

4

4
vﬁ,—-w~J~(L5~\/x-—1)2-¢r—-w~J‘(225x-—225)-dx
1

1
= 7 [1.1250% — 2.25z], = 10.1257 ~ 31.8086

[Viv] = em?
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197/9

188/4

188/9

4 4
V:w [m5x+m?dx=w fm2m¥+x+n~m
0 0

1, 1, 1" 52¢
=7 |z + = = T~ ~ 54.4543
m [12x +2x —l—x]o 3

9
vbzzvf—x4V::10J25w-—§§f::226456
V] =1[Ve] = em?®

V=r-(382*—2°)*— (2%?) -dz =7 (92" — 62° + 2% — 2*) - dx
§ . o 1.1 192
|85 b 4 27| = 2250 17,2339
T {595 T+ 7m ]0 35

e
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Kapitel 5

Analytische Geometrie

5.1 Punkte und Vektoren

Jeder Punkt im Raum R? ist durch 3 Koordinaten (z|y|z) oder (x|zs|z3) fest-
gelegt, sofern zuvor der Ursprung O des Koordinatensystems festgelegt wird.
Den Vektor, der vom Ursprung O zum Punkt A(z|y|z) fiihrt, nennt man Orts-

vektor von A und notiert man
T

OA=|y
2
Ein Vektor ist eine Stecke (mit Lange) mit Orientierung (Pfeil).

O/—X)A
@)

5.1.1 Darstellung im 3-dimensionalen Koordinatensystem

A(23l4)  B(=3]1]-2)  C(3/0]2)
Alle Punkte mit (—2|1|z) liegen auf einer Geraden parallel zur z-Achse.
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275/2

a+c
x3
H
>E
G -
rain
P
T~ = A
c>>
B T2
T
b
D(=2[-1/0)  E(-2/0[3)  F(1]0[3)  H(-2|—-1]3)
276/3
P(2[3[0)  Q(4[4|0)
RO S(O]—2 1)
T(20)2)  U3[0] 1)
276,10

A20[0)  B(=1]2|-1)  C(=23]4) D34 - 2)

A'(20000)  B(=1)2]1)  C(=23]-4)  D'(3[4[2)
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A(=20000)  B'(1]2—1)  C'(2314)  D'(-3[4]—2)

A'(20000)  B(=1]-2|-1)  C'(=2[=3[4)  D'(3]-4[-2)

5.2 Ortsvektoren und Verschiebungsvektoren

OA ist der_O)rtsvektor des Punktes A. Der Vektor fiihrt vom Ursprung O zum
Punkt A. BC ist ein Verschiebungsvektor, der Punkt B auf Punkt (/ verschiebt,
bzw. B mit C verbindet und auf C zeigt. Mit Hilfe des Vektors BC' lassen sich
auch andere Punkte in gleicher Weise verschieben wie Punkt B auf Punkt C.

B‘é:(g) PO|1) Q(4]3) R(1.5[0.5)

2
T B 0 3\ (3
or+5c-oF  (1)+(3)- ()
QA
— Q
PP~
RR'
P
R

5.2.1 Addition, Subtraktion und Multiplikation mit einer
Zahl

R Rl
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&
[

&i
I
—— %!

Darstellung eines Vektors durch andere Vektoren (Bsp. Verbindungs-
vektor)
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279/6

A(=2213)  B@GI55)  Col6)s)  D(2]3[3)

AB =13 DC = |3
2 2

AB=DC = Parallelogramm

A@20]3)  B@4l4)  c(1]719)  D(9[3[8)

(1) (3

AB=DC = Parallelogramm

[\]

A@| 217 B3 | —11)  D(8[o]s)

N 4 N -7
AB=| 7 DC=1-1
—6 -7

AB #DC = kein Parallelogramm
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279/7

A21]—1143)  B@[7]—8)  C(0]4]5)

. [-18 (-3
AB=| 18 BC = -3
—51 13

Dy

18
—14
56
—18
22
—46
24
-8
30
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A(=75|199| —67)  B(350 —81)  C(1]2/3)

/110 e
AB = | —199 BC=| 2
14 84

L —109
OD, =0A+ BC =1 201
17
. 111
ODy, =0C + AB = | —197
17
ODs =0A—-BC = | 197
—151
D3
A
D,
B

D,
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5.2.2 Vektorziige und Linearkombinationen

(zu 279/6)

M, ... Mittelpunkt von AB
M ... Mittelpunkt des Parallelogramms (mit D;)

o—’M1:o7+§.E:@_%E
0—’M2_m+;@’_m_%@
zu 6a
(2 . [5 (9
OA = 2 OB=15 OC=16
3 5 5
-2 1 7 1.5
OM, = 2 +§- 31=135
3 2 4
-2 1 11 3.5
OMy= | 2 |+5-|4|=]|4
3 2 4
zu 6b
R S: (4 . [n
OA=10 OB=1|4 oC = 7
3 4 9
2 1 3
3 3.5

o )

Setze ich mehrere Vektorpfeile, mit Koeffizienten multipliziert, aneinander, so
nennt man das einen Vektorzug. Die rechnerische Summe solcher Vektoren heifit
Linearkombination.
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§6(@— D) +4(T +

k 7T +5(T — 2T + 7)) = 27 — 10T
284/12

aAG=T+b+7C

bBH=-3T+0b+7

cEC=a+0b-72

d ME=-13-17+7

5.3 Geraden in R?
0

5:5 A S S S35 B

0S; = 04 + ;4B
5@=5ﬁ+%@
0S; = 04 + 2 4B
5§=5Z+;@=5§+;@
0S; = 04 - L AB
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Gerade durch die Punkte A und B:

g: T = OA +s-AB seR
Parametergleichung einer Geraden g:
Name der Geraden

Ortsvektor eines unbestimmten Punktes

Dgl 8 «

Ortsvektor eines bestimmten Punktes A (heit auch Stiitzvektor)

s Parameter s e R
Beim Durchlaufen aller Zahlen von R werden nacheinander alle Punkte der
Geraden g dargestellt

AB Richtungsvektor von ¢ gibt die Richtung von g an

Beispiele fiir Punkte auf A

OP; =

5 _2

OPQZ 5 r=1
4
)

OPg— 10 r=2
6

[EEEEEY 4

OP4= -5 r=—1
0
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N 3
OQ=1\|7|eh
-1
3 1
7T 1=10]+r-| 5
-1 2 2

gibt es ein r, das alle 3 Gleichungen 16st?

-3

3=1-3r =

A(1212)  B(5| - 4/7)

gsfaz—ks‘ﬁ(

N . 5 4
g: 7=0B+s-AB=|—-4]|+s-| -6
7 5

A(=3[=29)  B(0]0]3)

-3
g:T=0A+s AB = (2)—1—5-

8y

0
OB+s-AB=|0]|+s-
3
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287/3

288,12

a

A(7] = 2|7) B(1]1]1)
ey — 7
g: 2 =0A+s-AB=|—-2|+s-
7
—> —> 1
g: T =0B+s-AB=(1]+s
1
7
X213 -1) g T=|0]+t-
4
2=7+t-5 = t=-1
3=t--3 = t=-1
—1=4+4+t-5 = t=-1
= Xeg
1
X2 -1-1) g:T=|0]+t
1
2=1+t = t=1
1=t-3 t L
—_ frd . @ —_ ——
3
= X¢ég
Pi(2910)  P(-4[10)  g:
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—4 3
H(—4/13)  P25|—3) h: T = ( 1 )+t- ( 2 )
3 —3
—4 0
P(—45]3)  Py(=4)90) T =5 |+t-[ 4
3 —3

~1
P(—1]110)  Py(=15|3) j: T = ( 1 )+t-
0

C(=811)0)  P(-2[5]3) ¢: T =

—2 —2
P(=253)  Po(-69]3) h: T = (5>+t- (2)

0 —2
B(O[11]0)  P(—6[5[3) i T = (11) +t- (2)
0 1
—4 —2
M(-470)  P(=6[5)13) gz =7 |+t-[-2
0 3
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5.3.1 Kollinearitat

g:Z=ad+t-b teR
fiir b gilt: b kann durch b’ = s b ersetzt werden seR s#0
% I b B’ und b sind kollinear

1 -2 1
zB g7Z=t-|3]=|-6]+s-1]3
d —10 5
hier ist @ || b, d. h. @ und b sind kollinear (@ = —2- b)

5.3.2 Lage zweier Geraden

4 Moglichkeiten unterschiedlicher Lage:
e Schnitt (Schnittpunkt)
e parallel
e identisch

e windschief

Verfahren um festzustellen, welche Lage zwei Geraden g und h haben

N
g T =0ad+s-b
h:ZT=7C+t-d
Ti.d
e wabhr:
- 7 - - - 7 - -
ad=C+t-doderc=4d+s-b

— wenn wahr, dann sind g und A identisch

— wenn nicht wahr, dann sind ¢ und h parallel
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e nicht wahr:

— —
a+s-b=7C+t-d

— finde ich ein s und ein t, sodass das LGS geldst wird, so schneiden
sich g und A in einem Punkt S

— ansonsten sind ¢ und h windschief

292/1
a
1 2
g: T =12]|+7r |4
3 1
3 4
h:Z =6+t 8
4 2
2 4
4 =r 8
1 2
r=2

= identisch oder parallel

1 3 4
21=16]+1¢ 8
3 4 2
1
= ——
2
= identisch
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292/2

=N W
\—/

() (-2 0

9+3r="7+s
2r=—-2+s
6+r=2+2s

= r=20 s=2

(-3 -0
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292/4

5
g:T=10]+t-]|1
1 -1
7 —6
h:Z= 1|+t |-3
2 3
2 —6
I |=r-1-3
-1 3
r=-3

= identisch oder parallel

5 7 —6
0)=1{1]+¢-|-3
1 2 3

b=T7+t-(-6) = ¢
0=1+t-(=3) = t

1=2+¢t-3 =

= parallel
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293/8

2
g:7=t-(0
1
2 0
h:Z =13+t 1
4 -1
2 0
O)#r 1
1 -1

tg-2=241,-0 = t,=1

tg'0=3+th'1 = ip =
tg-lséll-i-th-(—l)
= windschief

2 1
g:T=[2]+t-|2
)
2 1
h:Z=|(2]+t-]2
1 3
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5.3.3 Parameterpunkte und -geraden

o () (:49)- () (0
i (5)- (35)- ()« (3

293/10

a

=> nicht parallel

) ()6 (3

3—r=1+2s

a+ br =—22s

3+ Tr=a—29s

a=2 r=4 s=—1



3 10 a 6
Ga: T =|2|+7r- |7 he:Z=|-1]|+s 2
a 0 3 -1

10 6
T1#Ft| 2
0 -1

= nicht parallel

o) () () C)

34+ 10r = a+ 6s

24 Tr=—-1+2s

a=3—s

a=>5 r=—1 §=—2

(3 10 —7
os=(2]-(7]=|-5
5 0 5

293/16

G = 10em? h = 15em
Vy; =G - h = 150cm?

1
VK=§-G'h=5OCm3
Vy — Vi = 100em?® = 0.1L

5.4 Abstand zweier Punkte, Vektorlange, Strecken-
lange



|CD| = |CT5| = Abstand C' < D

—_ 6
CD=|-3
0

Seitenldngen des Segels (Bsp. S. 294)

unten: 4m
links: 4/(5m)2 + (3m)? (Satz des Pythagoras)

rechts: \/(\/ﬂm)2 + (4m)? = \/(5m)? + (3m)? + (4m)?

|CD| = /62 + (—=3)2 + 02 = /45 ~ 6.71LE
a
b
&

A(00[0) B3| 1)

— 2
AB=| 3
-1

|AB| = /22 + 32+ (—1)2 = V14 ~ 3.7TALE

=+a? + b + 2

C

a
Die Lange eines Vektors (b) ist

2972

a
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A(2)2[=2)  B(0[-1]5)

R _2
AB=|-3
7

IAB| = v/(=2)% + (=3)2 + 72 = /62 ~ 787LE

A(1J56)  B(1[6]7)

— 0
AB= |1
1

AB| =02 + 12+ 12 =2 ~ 141LE

5.4.1 Einheitsvektor
Ein Einheitsvektor hat die Lange 1LFE

2
Einheitsvektor zu z. B. @ = (5) 12| = /30
1

297/8

A1 —22)  BB2IL)  C@B[0)3)

) [AB| = /22 + 42+ (-1)2 = V21

2

(2) IAC) = V22 + 22+ 12 =9
1
0

\)

BC(iﬁ IBC| = /0% + (—2)2 + 22 = /8
\@| # |A—C')] # |B—C)\ = nicht gleichschenklig
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AT0[~1)  BGI-3[-1)  C(p|)

-2
AB=(-3)  |AB|= V(27 + (3P +0° = V13
0
— _3 —
AC=1| 0 |AC| = 4/(=3)2+ 02 + 22 = V13
2
e _1 —t
BC =13 |BC| = +/(-1)2+32+22 =14
2

|1@| = |A—(j| = gleichschenklig

297/9

A(4)2/—1)  B(10|—8|9)  C(4]0[1)

3
|AM,| = || =6 || = /32 + (—6)2 + 62 = /81 =9
6
—_— _6
IBM,| = || 9 || =4/(—6)2 + 92 + (—9)2 = V198 ~ 14.07
-9
—_—y 3
ICM,| = || =3 ]| = /32 + (—=3)2 + 32 = V27 ~ 5.20
3
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A(1)2] - 1) (—1]10/15)  C(9]6] — 5)

)+ (3)-C)
O, — 0C + 3 - O ( ; %( ) (23)

OMG=@+% (

- 5 1 0
OM,. = 0OA + = = 6
2
7
—_ 3
|AM,| = || 6] =32 +62+62=1+81=9
6
—_ 6
|BM,| = || =6 || = /6% + (—=6)% + (—18)2 = v/396 ~ 19.90
~18
—— _9
ICM,| = || 0 || =+/(—9)2 +02+ 122 = /225 =15
12
ZU a
2,
|AS| = 3 |AM,| =6
N ) N
2
ICS| = 3 |CM,| ~ 3.46
zub
2
|AS| = 3 |AM,| =6
2 =
2
ICS| = . ICM,| = 10
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5.5 Produkte zweier Vektoren

5.5.1 Skalarprodukt
Beispiel aus der Physik:

-1\

—
X [N
- 7
S
W=F-%
cos(a) = |“_:f’| — |F|=|F| -cos(a) F ..F inRichtung 3

W=F 3 =|F| cosla) |3

- 7 — -
a-b=|d| |b| cos(a) =ay-by+as by+agz-bs

Beispiel:
1 N —2
=12 b=120
3 3
T b=1(-2+20+3-3=7

Winkel zwischen @ und b

1 -2
=12 -1 0 |- cos(a) = 14-/13 - cos(a)
3 3
a = acos(é) ~ 1.025 ~ 58.73°
V4130
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Spezialfall:

o = 90°

= cos(a) =0

T b=1-
—aLlb
321/1
a
2 -5 5 -2
g:T=-2]+s-| 1 h:Z=[-1]+s-| 2
0 0 0 0
-5 -2
L] 2 |=12
0 0
=g4h
b
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zu 297/8

11
_ — ) ~ 0.64 ~ 36.86°
« aCOS(g\/ﬁ)
ey —2 0 > ey
BA-BC=|—-4|-|-2]|=10 |BA|-|BC| =+21-V8
1 2
B = acos( 10 ) ~ 0.69 ~ 39.51°
N T
- 0
CA @’() 2)2 ICA|-|CB| =98
- —2
—acos(_—2)~181~103630
Y 3\/g ~ ~ .

—2 -3
AB - AC = ( -<o)6 |AB| - |AC| = V13- V13
2

)

6
~ 1.09 ~ 62.51°
13

2N /-1
BA-BC=CA.CB = (3) (3)7
0 9

\BA| - |BC| = |CA| - |CB| = V13 - V14

7
=~ = —— )2 1.03 ~ 58.74°
p=n=acost e
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zu 297/9

6 0
AB - AC = 10)-(2)40 IAB| - |[AC| = V236 - /8
2

a = acos( 536 \/g) ~ 0.40 ~ 22.99°

— - —6 — —

BA-BC=|10|-| 8 |=196 |BAl |BC| =236 V164
—10 -8

B = acos( 236196 164 ~ 0.09 ~ 4.95°

CA.CB = ( ) ( ) —32  |CA|-|CB| =+8-164

v = acos(\/g \/167 2.65 ~ 152.06°

b

—_— — —2 8 — ——

AB-AC=| 8 |- | 4 |=-48 |AB|-|AC| =+/324-1/96
16 —4
—48

a = acos( 1 \/%) ~ 1.85 ~ 105.79°

BA-BC=| -8 |-| -4 | =372 |BA|-|BC| = /324 /516
—16 —20

2
B = acos(ﬁ) ~ 0.43 ~ 24.52°

—8\ /-10
CA-CB=|-4|-| 4 |=144 |CA| |CB| =9 /516
4 20

144

v = acos(
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321/2

321/3

2 by
=13 g

0 3
b =0

201 —124+0=0 = b =6

1 N 2
ZL) = Qo b = -1

3 1
T =0

2—as+3=0 = ay=5

1 (3
T=1| 4 b= o0

2 b
T-b=0

—34+0+2b5=0 = b3=15

3 7
g:T=|3]+s-[17
1 2
7
17]-d@=0
2
7a1—|—17a2+2a3=0
2
zB. a=1|0
-7
3 2
h:Z=|3]+s 0
1 -7
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322/8

1 2 C1
a=12 b=10 C=1\c
3 3 C3
| @-C=1c;+2c3+3c35=0
- 3
I b-¢=2c1+0c0+3c3=0 = 01=—§c3
wahle willkiirlich ¢c3 = 2 = ¢; = -3

setze ¢; und c3 in | ein

3
—3+20+6=0 = =5
-3
C=r-|-3 r e R\{0}
2

&1
= 1 E) = Co
-2 C3

_C—L)_g 201+3C2—03—0
[ ?‘?:501—62—20320
1
l=—"-1l =7
5 = C1 Co

wahle willkiirlich co = 1= ¢, =7
setze c¢; und ¢y in | ein
14+3—-c3=0 = «c¢3=17

C=r-|1 r e R\{0}
17
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322/9

1 N 4
a=12 b=|-1 <
5 )
[ a)'?201+202+503:0

Il b-¢=4¢c; —cy+5c3=0
=1l = ¢ =0
wahle willkiirlich ¢; =5 = ¢, =5
setze ¢; und ¢y in | ein
54+ 10+5c3=0 = c3=-3

5
Z2=r-|5 r e R\{0}
—3

1 R 3
a=10 b = | by Kt

9 b
- C=+0+8=0 = ¢ =-8
T D =340+425=0 = bg=—1.5
DT = —2Udby—6-=0 =

1 R 3
a=1o b =1 30

2 ~15
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) (2

= +2-5=0 = ¢ =3
| @T-b=0b+b+1=0
Il b2 =30 +2b,—5=0
= b =7 by = —8 (Einsetzungsverfahren)

006

A2l=2/-2)  B(=2/55|-2) C(=6]214)  D(1] —2|1)

—>

(ﬁ

366/7

B
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AB - AD 4
o = ac0S(———=) = ac0S(———————=) ~ 1.42 ~ 81.44°
(L4Z3I-L4l?\> s vio)
BC-BA 10.25
B = acos(————) = acos( ) ~ 1.42 ~ 81.35°
|BC| - |BA| V64.25 - /72.25
CD-CB 32
= 108(——) = acos(——————=) ~ 1.09 ~ 62.35°
! SR i veiss)
DA-DC ~1
J = acos(Ti) = acos(—G) ~ 2.20 ~ 126.03°
IDA| - |DC]| V10 /74

a+B+v+4d~351°

Die Summe der Innenwinkel ist nicht 360°, da das Viereck nicht auf einer

Ebene liegt.
366/3
a
3 N 1
a=12 b =1|-2 a=90°
a 2
- 7 1
a=90° = a-b=0=2a—-1 = o=
b
0 (V3
=11 b=110 a = 30°
0 0
T b=b |3 |b] =3+
b
a =30° = acos(—) = :Lg = b=3
3+02 2
c
0 N 1
a=105 b=10 a = 60°
0.5 c
7 bzg 1] |5 =05 VI+ e

1
a=30"= acos(é)

C
2./05-V1+2 2
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366/4

S (2 > [~
-3 ()
T b =13 |3 |b|=+13-v26
( 13
Qgp = O_gq_p = ACOS(—F/————
7b 7b \/ﬁ\/%

A_qp = (g = 180° — 45° = 135°

5.6 Vektorraume

Beispiel

a
Vektorraum V; = 0llaeR} c R?
0

x

(o]

3

3

c

—+

Y

(=g

<
(0]

D

»n

@

N
R
O O Q
~_

4
~
o O o
~__ =

|
R
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a2
Vo = a GGR}CRS
0

Abgeschlossenheit :

= V5 ist kein Vektorraum, da er nicht abgeschlossen ist

v{(;a‘aeR}

3a

a b a-+b a ak

20 |+ (20| =|2(a+b) |eV k-|2a]=|2ak|eV
B)(2)-(b)er =) (3

= V ist ein Vektorraum

300/1

= V ist kein Vektorraum
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5.6.1 Basis

Die Basis eines Vektorraums ist ein Satz von Vektoren mit den Eigenschaften:

e Jeder Vektor muss als Linearkombination der Vektoren der Basis darstellbar
sein

e Die Anzahl der Basisvektoren muss minimal sein

Beispiel
1 0 0
V =R? Basis, = Ol;111];160
0 0 1

1 0 0
Basisy = Ol;11];]—-1
0 1 1
1 0 1
M = 01;11];(1 M st keine Basis
0 0 0

Die Mindestzahl von Vektoren der Basis heit Dimension des Vektorraums. R3
ist ein 3-dimensionaler Vektorraum.

la

Vi = 2a ‘(IER Basis =
3a
a

Vos = 0 ‘aeR Basis =
0

(1-dim.)

(1-dim.)

OO = WN
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301/3

a; by n as b . ap + as b1 + by
_bl aq —bg (05} N _(bl + bg) a1 + G2
fa b\ _ [ar br

"\=b o) T e ar

= N ist ein Vektorraum

‘ 10 0 1
o =40 1)+(5 o)
N:{(a b>‘a+b+c=0}
0 ¢
aq bl n Qo b2 B ap + as b1+b2
0 ¢ 0 ¢) 0 cl + ¢y

(a1+a2)+(b1+b2)+(01+02)=(a1+b1+cl)+(a2+b2+02)=0

(a b\ [ar br
"o ¢) T \o o
ar +br+cr=r(a+b+¢c)=0
= N ist ein Vektorraum

Buasis — 1 0\ (0 1) (0 O
55=1\0 0o/'\o o) {0 1
{3 e
a 1
1 N 1 az) 2 ay + as
aq 1 as 1 N ap + as 2
= N ist kein Vektorraum
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5.7 Lineare Abhangigkeit, Unabhangigkeit

Beispiele
1 N —4
a=|-3 b =112
2 -8
4T =1 oder 43+ b =0
@, b sind linear abhingig; geometrisch formuliert: @, b sind kollinear
2 N —1 1
a=11 b=120 =12
1 9
(a, _b)) (a,7), (_b), ) sind jeweils linear unabhingig
(@, b, ) sind linear abhingig, denn 2@ + 3 = @ oder 2@ +3b — ¢ = 0

Allgemein gilt fiir 3 Vektoren @, ?)) c

gilt mindestens eine der Gleichungen

.
r-a+s-b =7 oder
—
r-a+s-¢ = >b oder
—
r-b+s-¢c=a

dann heiRt die Vektormenge {E’; b, E’} linear abhingig
einfachere Priifung:

gilt

rd+s- b+t-T=0 r#0vs#0vit#0
dann sind @, b, € linear abhingig, andernfalls linear unabhingig

’
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Priife auf lineare Abhangigkeit

1 -2 3
a=|2 b = 2 c=1-1
3 1 1
r-ﬁ’—l—s-_b)—i-t-?zﬁ)
| r—2s+3t=0
I 2r+2s—t=0
I 3r+s+t=0

L=1{0,0,0} = {ZL’; b, E’} ist linear unabhangig

N
st {ZL’; b: E’} eine Basis des R3?

Das meint:

N
Lasst sich jeder Vektor des R® durch eine Linearkombination von @, b, € dar-
stellen?

Lose dazu:
N T
r-a+s-b+t-¢=1y
z
304/2
b
7 1 3
—11;1-2];|—-6
3 1 3
r+s+3t=0
—r—2s—06t=0
3r+s+3t=0

L = {(0,0,0); (0, &, —g)} = linear abhingig

Die letzten beiden Vektoren sind kollinear. Der erste Vektor, der nicht
kollinear zu den anderen beiden ist, |3sst sich daher nicht durch eine Line-
arkombination der anderen beiden darstellen.
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Priife auf lineare Abhangigkeit

r@+s b+t =0

r =s =1t =0 ist immer eine Lésung (triviale Losung)
Findet man weitere Lésungen, so sind {@; ?; ¢} linear abhangig und komplanar.
Andernfalls (nur triviale Lésung) sind sie linear unabhéngig und bilden eine Basis

des R3.

Da HZL’; _b); E’H = 3 ist der R? dreidimensional.

304/4
c
1 —4 -7
L;1-2];1-2
1 2 8
r—4s -7t =20
r—2s—2t=0
r+2s+8 =0
L ={(0,0,0); (—6k, —5k,2k)} = linear abhingig
d
4 1 —2
—11;14]);( 3
2 1 —1
dr+s—2t =0
—r+4s+3t =0
2r+s—t=0

L =1{(0,0,0)} = linear unabhingig

210



304/6

2 -1 a
r 3 |+s 1 |=1| 2
-2 2 —8
2r—s=ua
3r+s=2
—2r +2s = -8

r=1.5 s=—25

5.8 Wiederholung: Geometrie, Geraden

307/10 1
r = 1.bem
Akreis = ™12 = 7.069cm?
Apreieck = %-72 = 1.125cm?
A = Akyeis — Apreieck = 5.944em”
2
Apgran. = 4em - 2em = 8em?
Atvaper = % - (lem + 2.5¢m) - 2em = 3.5cm?
A = Aparail. — ATrape. = 4.5cm?
307/11

a Parallelogramme

b Dreiecke
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309/13

]

.%’320

x1-T9-Ebene
T3 = 0 =

R(—12|38|0)
xo-13-Ebene
Ty = 0 =

S(0[8[6)

x1-x3-Ebene

To = 0 =
T(3.2|0|7.6)
1
i =11
1
1
j: =11
1

-2
5
-1
r=17
r=1
3
r=——
5
1
+r-|1
0
0
+r-|1
0
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5.9 Parametergleichung einer Ebene

E:Z=4+r-b+s-¢

E ... Name der Ebene

EL: ... Stutzvektor, Ortsvektor eines bestimmtes Punktes A

b, ¢ ... Spannvektoren

r,s ... Parameter, die durchlaufen gedanklich alle Werte von R

7 ... allgemeiner, unbestimmter Ortsvektor aller Punkte X der Ebene F

Ich erhalte eine Ebenengleichung, wenn

e Stiitz- und 2 Spannvektoren

3 Punkte (nicht auf einer Geraden)

1 Gerade und 1 Punkt

2 sich schneidende Geraden

2 echt parallele Geraden
Punktprobe:

PeE?

7 ist Orstvektor von P

—>

D = T+r-b+s- ¢ = 312LGS
wenn eindeutig |6sbar, dann P € F

318/5

A =1 BEB5)  C(=1B3[=1)  D(2[22)

0 2 —1
E:7=0A+r AB+s- AC=| 1 |+r [2]|+s-| 2
-1 6 0
DeFE?
| 2=2r—s
Il 2=1+2r+2s
- 2=-1+6r

L={ = keine Ebene
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A(310]2)  B(5[1]9)  C(6]2]7)  D(8[314)

3 2 3
E:T=0A+r AB+s-AC=|0|+r-[1]+s-[2
2 7 5
DeFE?
| 8=3+2r+3s
I 3=r+2s

' 14 =24 Tr + 5s
L=1{(1,1)} = Ebene

319/10
a
1 2 4
E:Z=(0]+s-[1]+t-|-5
1 3 2
b
2 3 0
E:Z=|0)+s-[1]+¢t-|7
1 5 10
319/12

a

() G-

1+2t=3+s
1+3t=4
24t=3+s
L ={(0;1)}



5.10 Sonderfalle

N
E:Z7=4d+r-b+s-¢ rselR

{d; Z); ¢} sind in der Regel linear unabhingig, d. h. nicht komplanar. Im Son-

derfall sind {@; b ¢} komplanar. Das bedeutet, dass E durch den Ursprung O
verlauft. Im Sonderfall darf ich E so schreiben:

— - —
EF:Z=7r-b+s-¢

=
g:Z=d+r-€ reR

>
{d; €} sind normalerweise nicht kollinear. Im Sonderfall, g verlauft durch O, sind
sie kollinear:

g: T =r-¢
322/14
a
2 4 3 1
E:Z=|1|+r-|3]+s-|3 g: T =3+t |2
1 4 2 4 1
2 1 4 1
3 -21=0 3 —21=0
4 1 2 1
= orthogonal
b
-2 4 1
E:7=r 3 | +s-13 g: T=t-|-2
4 3 2
-2 1 4 1
3 —21=0 31-[-2]|=4
4 2 3 2

= nicht orthogonal
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322/15

5.11

3 2 1
E:Z=[1|+r-[-1]+s-]0
4 5 1
2 T 1 T
-1 yl=10]-{y]=0
5) z 1 z
20 —y+Hz=x+2=0
3 k
g: =1+t | -3k
4 —k
3 1
g =1+t |-3 firk =1
4 -1
Kreuzprodukt
N a, by asbs — azby
?L)X b = Ao | X bg = CL3b1-CL1b3
as bs airby — asby
a-7=0 | a1z + asxy +asxs =0
b2 =0 I buas + bows + sy =0
bl'l—(ll'”

| a1x1 + agxy + azxs =0
I 0+ (blag — &1b2)$2 + (b1a3 — albg)xg =0

willkiirlich Ty = Clgbl — a1b3

= I3 = —(CLle — albg) = a1b2 — CLle

== X1 = a2b3 — a3b2
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1@ x | =3 |b] sin(e)
b
h
(6]
, h
SIn\a) = =
(a) 7
h=1b|-sin(a)

Ap=|@| - h=|@|-|b] sin(a)=|T x b

Das Kreuzprodukt @ x b ergibt einen Vektor als Ergebnis. Die Lange des Vektors
¢ ist | @] und entspricht dem Flacheninhalt Ap des von den Vektoren @ und b
aufgespannten Parallelogramms.

373/1

a

el

sl

S

o)

ol

S

2.0-1 -5
1-(-1)=3.0]=|-1
3.5-2-(=1) 17
5.5-0-1 25
0-2—(-1)-5|={ 5
~1-1-5-2 ~11
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- 7 — 77 > —
axb=-<¢ bxa=-¢

@, b, T bilden ein Rechtssystem (rechte Hand)

s

b
b S
rye
axb
373/3
a
3 —>
a=1 2
-1
R 2.-0—(=1)-1
Txb=| -1 1—30 - —1
3.1-2-1 1
1
1] =12+ (-1)2+12=+/3
1
Ap = \/3FE ~ 1.732FE
b
5 R 8
=12 b=1|09
) )
R —2.(=2)—2-9 —14
Txb=|28-5-(=2) |=| 26
5.-9—(=2)-8 61

2 1 262 + 612 = /4593

VA4593FE ~ 67.772FE
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Wenn @ || D, also kollinear, dann gilt @ x b =
— - —> Fig .
@ x bl =|al-|b]-sin(a)

5.12 Spatprodukt

Vopt =G -h=|@ x b|-h
= |a x 3|-|E’|-cos(a)

—[(@xb)- 2| (Spatprodukt)

0

Anwendung: Berechne das Volumen von Spat und Pyramiden

Vpar = |(@ x b) - 2|
1 —
Vpyramide = 3 (@ x b)- 2| (Grundseite: Parallelogramm des Spats)
1 — >N >
VPyramide,dreiseitig = 6 ’ ‘(a X b) ’ C|
374/6
a
—1 N 8 -2
a=1|5 b =12 c=10
6 1 5)
-1 8 -2 -7 —2
Vs = 5 | x |2 0 || = 49 1-1 0 || =196
6 1 5) —42 5)
1 _
Vp—6-196=326
b
1 N -8 7
a=|7 b=1| 8 =12
1 18 2
1 -8 7 118 7
Va=1[[7|x| 8 | [2]|l=]||—26 2 || =902
1 18 2 64 2

1
Vp = 5 902 = 150.3
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Teil IV

12/2
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5.13 Abstand eines Punktes von einer Gera-
den

gegeben:

>
a

+7r-b

g: 7
P:p

—

Bilde ’3 X AP‘ = AParallelogramm

- -
‘ b ‘ ’ ’h‘| = AParallelogramm

‘?L)‘ ist der gesuchte Abstand von Punkt P zur Geraden g.
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5.14 Ebenendarstellung

5.14.1 Normalenform

sl

—

E:Z=d+r-b+s-7¢

E:(Z7-3d)-n=0
AX 7 =0

AX
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... Normalenvektor der Ebene

... Stutzvektor, Ortsvektor eines bestimmten Punktes
T .. allgemeiner Ortsvektor aller Punkte der Ebene
AX ... Verbindungsvektor, der in der Ebene liegt

8l e 3|

Punkte X der Ebene sind diejenigen, deren Verbindungsvektoren AX orthogonal
zu h stehen.

z. B.

)
Beispiellosung 1 = | 0
4

Punktprobe P(2|1|1) P e E?

2—1 -1
1-21-1 0 =0 —-140-8=-9#0 = P¢FL
1-3 4

Normalengleichung aus A(1]0]5), B(0|2[1), C(4]5/6)

1 —1 3
E:Z=1|0]|+r- 2 |+s-15
5 —4 1
—1 3 22
n=ABxAC =1 2 |x|5]=|-11
—4 1 —11
1 22
E z—10 —11]1=0
5 —11
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5.14.2 Koordinatenform

T
Berechne das Skalarprodukt in der Normalengleichung mit 7 = |
L3
T ay n
E: To | — a9 . N9 | = 0
T3 as ng
I ny aq n1
Tol-|ne|—la] - |n]=0
L3 n3 as n3

(ny-x14+ng-xa+mn3-x3)—(ag-ny+as-ns+ag-ng) =0

z. B. 222y — 11y — 1125 = —33

-1 1 2
Beispiellosungen 7= 1 |, [2],(1],..
0 3 6

E:axy+bxy+crs=d

Betrache die Koordinatenform als eine Gleichung fiir drei Variablen 1, x3, x3.
Die Losungen der Gleichung sind Dreiertupel L = {(..., ..., ...), ...}. Notiere ich
die Dreiertupel als Spaltenvektoren, so stellen sie die Ortsvektoren der Punkte der
Ebene E dar. Die Koeffizienten a, b, ¢ der Koordinatenform sind die Koordinaten
von 7, des Normalenvektors.

Koordinatenform — Normalenform

z. B. 51‘1—ZL’2+3IL‘3=9

5)
1. Liesabm = | —1
3
T 0
2. Finde eine Losung | z2 |, z. B. | 0
XT3 3
0 5
FE z—10 —11=0
3 3
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Sonderfalle

[ ]
0
E:z3=5 — mn=|0
1

Punkte der Ebene haben x5 = 5; x1, x5 sind beliebige Koordinaten.

1\ /—2\ /0
2B (1], 3] |7],..
5 5 5

21 und x5 sind nicht erwahnt, also frei wahlbar.

E:2x1 —429=0

Der Ursprung O ist Teil der Ebene E. Der Verbindungsvektor O — @, also
der Ortsvektor @ liegt in der Ebene E und steht orthogonal zu 7. Daher
sind @ - 7 = 0 und damit d = 0.

325/3
D(=17/1/3)
a
A(1[1[1)  B(1jo[1)  C(0[1[1)
. 0 (1
AB = | -1 AC=1| o0
0 0



A(=12(0)  B(=3[11) €] =1[-1)

E24$1+8$3=—4+0+O=—4
DeFE? Aoy + 8x3 = =28 +24 = —4 = DekF

5.14.3 Ebenen zeichnen
Zeichne Ebene E: 22, — 3x9 + Hx3 = 12

Schnitt mit der ...

x1-Achse:

ro=23=0 = 2 =12 21 =6 P(6]0/0)

To-Achse:

r1 = T3 = 0 = —31’2 =12 To = —4 Q(O| — 4|O>

x3-Achse:
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P, Q, R heilen Spurpunkte.
Gerade durch P und @ (bzw. @ und R, P und R) heilt Spurgerade.

)
P
Zy
R
x3
Q
Spurgerade (PQ):
0 6
g T=|—-4|+r |4
0 0
Spezialfille

31+ 6z3 =18 P(6[0]0) R(0[0]3) Q(0]o0|0)

Kein Schnitt mit der xo-Achse, verlauft parallel zur x5-Achse.

211 =5 P(2.5]0|0)
Kein Schnitt mit der xo- und x3-Achse, verlauft parallel zur z523-Ebene.
328/3 Fig. 1
P(2[0j0)  Q(0[5[0)  R(0[0[3)
15z, = 30 629 = 30 10x3 = 30
E: 1521 + 629 + 1023 = 30
Fig. 2
P(1]01]0) Q(0[4]0) R(0]0] — 1.5)
122, = 12 3xg = 12 — 8rz =12
E: 1221 4+ 329 — 8x3 = 12
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328/5

1 -1 1
E:Z=1[2|+r-| 2 |+s-]0
3 0 3
-1 1 6 1
n = 2 |x(0]=13 217 =6
()6)-C) 0
E:6x1 4+ 329 — 223 =6
P(1/0jo)  Q(0[2(0)  R(0[0] - 3)

€2

T3 P T

3y

0-0-(3) 0

E: — 5[L’1 — 201’2 + 5[E3 = —20
p4)ojo)  Q(0[1j0)  R(0[0] —4)
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X2

xs3

328/6 Fig. 3

P(0]3[0)
E:zo=3

parallel zur z,x3-Ebene
Fig. 4

P(110[0)  Q(0[5]0)
51‘1 =35 T = 5
E: 51‘1 + Ty = 5

parallel zur z3-Ebene

5.15 Lage Ebene <~ Gerade

e schneiden sich
e verlaufen parallel

o Gerade ist Teil der Ebene

229
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Beispiel:

E:2x; —x9+ 323 =16

1 2 1+ 2r T
g Z=|2|+r-|-1]=|2-7|=]|2
3 0 3 T3

g in E eingesetzt
2-1+2r)—(2—-7)+3-3=16

7

= r= R
N 1 7 2 3.8
Schnittpunkt OS = [ 2|+ --|—-1|= (0.6
3/ 2 \o 3

e eindeutige Losung fiir r = schneiden sich
e kein r erfiillt die Gleichung = kein Schnittpunkt, parallele Lage

e fiir jedes r ein moglicher gemeinsamer Punkt = Gerade liegt in der Ebene

330/1
4 1
g:T=|6]+t-[2
2 3

a

E:2xy + 4x9 + 623 = 16

2-(4+t)+4-(6+2t)+6-(2+3t) =16

= t=-1
4 1 3
61—-1-12]=1] 4
2 3 -1
S(3l4[—1)
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330/2

E: 5132—71’3 =13

5-(6+2t)—7-(2+3t) =13

3
11
4 3 1 4.97
64ﬁj'2 = | 6.54
2 3 2.81
S(4.27)6.54/2.81)
-2 7
gZ=[1]+¢t-|8
4 6
24+ Tt=1+s
1+8t=4—r

4+6t=3+r+3s
t=1 r= =5 s =4

2 7 5
1 1+1-(8)=129
6 10

S(5/9]10)
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22 4 2 4

g: T =[-18]+¢t-| 1 E:Z=|(1)+r-|-T|+s-

-7 -5 0 1
22 + 4t =2+ 4r
—18+t=1-—"Tr +4s
—7—5t=r—3s

t=r—>5 s=2r—=6

ge b
-1 0 2 0
g:T=t-[-1 E:Z=1|0|+r-|{0]+s-|2
—1 2 0 0
—t =2r
—t =2s
—t =2

~1 2
2. -1]=2

~1 2
5(212[2)
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5.15.1 Schnittwinkel

g: T =ad+r b h:Z=C+s-d
b-d=|b||d| cos(a)
bed
a=acos<_, _,> a < 90°
[b]-1d]

5.16 Wiederholung

344/7
2 4+ 2a
T+t | -1+ ba aceR
3 1+ 3a

P(1]0[2), Q(2|0]3), R(0[2|2) € E
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E: —2x1 — 29+ 223 =2

7
go=F —22+4t) - (T—t)+23+t) =2 = t:_g
=7
g =F —2(246t) — (7T+4t)+23+4t) =2 = tzg
N 2 7 4 —3.6 N 2 7 6
3 1.6 3 4

0.35
—4.9
—-2.1
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326/15

a

0.35 44 2a
t-1—-49)=1{-1+5a
-2.1 1+ 3a

0.35t =4+ 2a
—4.9t = —1+5a
—21t=1+ 3a

2t=0 = t=0
4=0 = keine Losung
t=0 = t=0
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374/7

b
A(1] - 2/12) 11|3|5) C(3l518)  D(19]4]4)
{10 - 18
AB = 5 AC = 6
_ -8
. 2 18
Vzg-\ABxAC-AD|:6- 5 | 7] |6
—7 —4) \-8
29\ (18
=120 ]| 6 ) =598 =33
60/ \-8

5.17 Lage Ebene <~ Ebene

3 Falle sind moglich:

e 2 Ebenen schneiden sich in einer Geraden (Normalenvektoren sind nicht

kollinear)
2
2371 — To = 7 Tl) = —1
0
0
5%y + X3 =5 n=15
1

e 2 Ebenen sind parallel (kollineare Normalenvektoren)

2
2371 — X9 = 7 Tl) = —1
0
10
101’1 - 51’2 =1 ﬁ = -5
0
e 2 Ebenen sind identisch (Koordinatengleichungen lassen sich ineinander
umformen)
2371 — X9 = 7 | -5
101 — S22 = 35
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1 0 —1 1—s T
E:Z=1[2|+r-[1]+s-] 0 |= 247 = | x5
3 3 5 3+ 3r +5s T3

FZY=$1—1'2+3(I)3=5

setze F/ in F ein
l1-s—(24+r)+3-(3+3r+5s)=5

8r+14s = -3
3 14
r=————5
8 8
1—s 1 -1
g: T = 2— —%5 = 1?;3 +s —E
15 1
8 4

Elle—x2+2x3=7 E226131+ZE2—373:—7

T3 = 3.5 — 051’1 + 051’3

0 1 0 T
Ei:Z=\|0|+r- 0 +s-[ 1 |= S
3.5 -0.5 0.5 3.5 —0.5r + 0.5s

FE in E5 einsetzen:
6r+s—(3.5—0.5r+0.5s) = =7
s=—7—13r
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334/3

Es: v+ 219 — 225 =4

E; in E5 einsetzen:
l1+r+s+2s—2-3=4
r=9-—3s

10 — 2s 10
g: T = s =10
3 3
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5.18 Abstand Ebene < Punkt

FuBlotpunkt-Methode

B e

orthogonale Gerade durch Punkt P

8 1
g:Z=|=-3|+r {0
0 4

Schnittpunkt g < E

8+r—1 1
ginE —3—-2 |-10]=0
0+4r—3 4

141

0d = [ 25 o

17

Abstand P < FE ist \fTé|
d(P,E) = 1.21LE

Hessesche Normalenform (HNF)

1 1 1

Ey: |Z7—-12]]-—=-(0]|=0
’ 3 V17 4
—_——

Normaleneinheitsvektor ng  |ng] = 1

-

239

setze P fiir 2 in Ej ein

()6

d(P,E) = 1.21LE

=l
\]



o
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353/1

E:3zs+4z5 =0  A(B3|—1|7)  B(6[8]19)  C(=3|—3| —4)

o O O

Ho

3 0 3 0
ga: T =|-1]+7r (3 —14+3r|-13]=0
7 4 7+ 4r 4
N 3 N 3-3
OoS=1|-4 r=-—1 |AS| = —-4+1]|=5
3 —3+7

R 6 . 6—6
05 = | -4 r=-4 |AS|=|[-4-8| =20
3 3-19
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() ()

A(=203)  B(13|8.5 —0.5)  C(—33| — 20]14.25)

(12 1 aE:
m-—. |6 E: 7= |25]]-—-[6]=0
41y 35/)) ¥ \_4




5.18.1 HNF - Koordinatenform

E:nixy + noxs + naxs — (n1a1 + noao + ngag) =0
- >
Y

b

n1x1 + Moy + n3xz = b

HNF:
1 I 1
Eim‘(n1$1+n2$2+n3$3—b):0 d(P,E)z‘(p—a)-W
1
W'(”1pl+n2p2+n3p3—b) =d
Beispiel
E: 3z +4x3 =15
3
n=10 7| =5
4
1
Ezg-(3x1+4m3)=—-15
3
—x; + —x3 =3
533'1 T3

Abstand von E zum Ursprung O

3 1
S 04--0-3

A0, B) = |=-0+

—|-3=3

Sind 77 und P im gleichen Halbraum, so gilt 7 - p > 0, sonst @ - p < 0

Ausnahme: pe E=m -7 =0

Parallele Ebenen zu E im Abstand 5LF

3 4
F:5x1+gm2=—2

3 4
G23I1+g$2=8
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357/5

AB2=1)  B(44/0)  C(7[3[2)

E: 3z, + 5z —x3 =20 |7 =+/35

1
ﬂAJDz«75-8-&+52—1(—D—2®‘=0

1
ﬂBJD=W75-6-4+54—1-0—%)m20%4

1
acia:yzg'@'w+53—1'z—mﬂz23%4
EZ$1:4

d(AE) =lay— 21| = |3—4| =1
d(B,E) = |by — x| = |4 —4] = 0
d(C,E)Z |Cl—l'1|= |7—4| =3
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357/7
E: 1021 + 225 — 1133 = 30

1
ﬂRE)zhg(mm+Qm—lmy—%4=5

21-Achse:

p2=p3 =10

1
d(P,E) = T (10py — 30)‘ =35
p11 = 10.5 pi2 = —4.5

P;(10.5|0]0) P,(—4.5|0]0)

To-Achse:

p1=p3=0

1
AP B) = | - 30) =5
P21 = 52.5 P22 = —22.5

P5(0)52.5/0)  Py(0] — 22.50)

x3-Achse:
pr=p2=0
1
d(P,E) = T (—11p3 —30)| =5
45 — 105 _
= — = 4. = ——— = —J. 4
P31 = 17 09 D32 1T 9.5

P(004.00)  P5(0]0] — 9.54)
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357/9

A20j0)  B(]210)  C(=2[0[0) D] —2/0)  S(00|6)
M(0]0]d)

2 2 4
EABCD:E): Ol+r-|—-2]+s-10 Eipcp:x3=0

0 0 0
2 2 9
0 0 6
1
d(M, Eapcp) = |ms|  d(M, Eaps) = ’\/_1>9 (ms — 6)'
1
il = | 755 ms =)

msq ~ 1.1196 (m372 x *17863)

M (0]0/1.1196)
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5.19 Abstand Gerade < Punkt

1 1
g T=\2])+r |1 P(0[1]4) Pé¢g
3 0

Hilfsebene E orthogonal zu g durch P

T

Suche Schnittpunkt S von E und g
S ist der nichstliegende Punkt auf g, von P aus gesehen

g in I eingesetzt
l+r—-2+4+r=-1 = 1r=0
S(1[2[3)

\S—P)| ist der gesuchte Abstand d zwischen P und g

d=+/3

5.19.1 Abstandsbestimmung als Optimierungsaufgabe

HB: [ = XP = min. (Koordinante von P, Parameter r, ...)
1+7r
NB:g: 7 =[2—r P(0[1]4)
3
(=1—=7r)?+(=1+7r)*+1*=2r"+3

N
M
s
=
I
>
)
I

setze r = 0 in g ein
S(1[2[3)
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359/1

359/2

35+3t)+2(9+2t) +2(1+2t)=-16 = t=-3
S(—4/3] = 5)

(3

=11

=27

248



359/3

—(6—1)+2(1+2t)=21 = (=75
S(1)4/11)

—6

P(-5/6]8)  |SP|=|| 2

-3

zu 359/1 Spiegelpunkt R’ bei Spiegelung an der Geraden g
OS=13 SR=1-9
-5 6

Y A I —6

OR' =0S—-SR=|3-(-9) |=|[ 12

-5—6 —-11

R'(—6]12| — 11)

~7

zu 356/1 Spiegelpunkt A’ bei Spiegelung an der Ebene E
a

E:2x; — 102y + 1125 =0 A(1)1] - 2)

2 . 2
7=-10 @ =15 = |10
11 11

d(A,E) = 115-<2-1+ (—10)-1+11-(—2))‘ - '%-(—30)‘ —2

L 1 4 2 1.53
OA =0A+2-2-ny=11 +B- ~10]=1{-16
—2 11 0.93

A'(1.53] — 1.6/0.93)
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360/11
a
A(2|11] — 5)
d(A, 11-Achse) = /112 + (—5)2 = 12.0830

(
d(A, zo-Achse) = 1/2% + (—5)? = 5.3852
(

d(A, z3-Achse) = /22 + 112 = 11.1803

b
d(P, z1-Achse) = A/ 23 + 23 (andere Achsen analog)
360,12
12
A(5]719) u=|4
3
a
R(=7| — 3|14)
N 12r e 5+ 12r
AF =r-u = | 4r OF =0OA+AF = | T+ 4r
3r 9+ 3r
. —7—(5+12r) —12 + 12r
FR=| -3—(7+4r) |=| —10+4r
14— (9 + 3r) 5+ 3r
AF-FR =0

12r - (=12 4+ 12r) + 47 - (=10 + 4r) + 3r - (5 + 3r) = 169> — 169r = 0
(TOZO) rp =1

5+ 12 17
OF = 7+4 |=[11 F(17]11]12)
9+3 12
R b 0
Appreiec = = - |AF| - |[FR| = =-|| 4 ||-|| -6 || =65
2 3 8



1 —, = 1
Viegel = 3T |FR|? - |AF| = 3T 10%- 13 = 1361.3568
360/9

A(15] —1.5(0)  B(15|1.5]0)  C(=1.5[1.5/0)  D(—1.5] —1.5/0)
5(0]0[4)

P(1.5/0.50) (Schnittpunkt von g mit Kante AB)

1.5 —1
g:Z=[05]+r-| 1
0 0
0 ~1
E ?— 0 1 =0 —.Z‘1+I2=O
4 0
~(15=7r)+(05+7)=0 = 7=05
0 1
dP,g)=110]— (1] =18~ 42426 [d] =cm
4 0
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5.20 Abstand windschiefer Geraden

Beispiel

7 1 -3 1
g T=[7T|+r | -2 h:Z=|0]+s-[10 g <> h windschief
() () ()
7 1 1
Hilfsebene E: Z = | 7| +7- | -2]|+s-| O
4 6 -3

Der gesuchte Abstand d(g, h) ist der Abstand d((—3|0|5), E)

4

a@am@Jm:-%.m.@@+ﬂ-o+z5_1mﬂ:11

E: 61 + 9z9 + 223 = 113 7| = =11

363/6

A(-93|—3)  B(=3|—6|0)  C(-7[5)5)  D(4]8]0)

gAczfz(ﬁ—i-r-A—C):
3
gBD:f:O_B)—i-s-ﬁ: (6)+3 ( )
—8-

oo NN

) —8x1 +4xy + 3 = 81 |ﬁ|=9

d(gac,9pp) = d(B, E) = (=3) (=6)+1-0-81)| =9

9
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364/12

—-2.5 -8

—> — 1 —

—> — 1 —

OI'=0A+--AD =1 5.5 OU=0A+--AC=1| 4

2 15 2 1
I _55
gTUIi’):OU-f—T'TU: 4 +7r- —1.5
1 2.5

OR=0C+=--CD =1 6.5 0OS=0B+--BD=|1

2 2.5 2 0

N R 0.5 2
grs: T =0S+s-RS=| 1 |+s-|-55
0 —2.5
-8 —5.5 2
E:Z7=|4|+r-|-15|+s-|-55
1 2.5 —2.5

E: 17.521 — 8.7z + 33.20x3 = —141.75 17| = +/1488.375

1

A(5[0[0) — B(5[60)  D(0[3[6)

5 0 5
OA= |0 g:Z=10]+s-[0 G5(5s]0]0)
0 0 0

5 — 5t —5s 5 -3
GsHt == 6 - 3t GsHt . 0 = O GSHt : —3 = 0
6t 0 6

5-(5— 5t —5s) = 25— 25t — 255 = 0
—5-(5—5t—5s)—3-(6—3t)+6-6t = —43 + 70t + 255 = 0
= =06 t=04

0
G5(30(0)  H_»(3|4.8|2.4)  |GsH_| = (4.8) — v/28.8 ~ 5.3666
2.4
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364/10
Al —2(—7)  B(=8|—25) ca7—2/5  DA|6|-7)

(9 (16 {0
AB=1{0 AC =10 AD = (8
12 12 0

AB-AC =0 AB-AD=0 AC-AD=0

= alle rechtwinklig zueinander

b
I -9 16
FEape: T=0A+r AB+s-AC=[-2|4+r-| 0 |+s-]10
-7 12 12
d(D, Eapc) = |AD| = V64 = 8
c
1 — — 1
G =5 |AB|-|AC| = 51520 = 150
1 — 1
V=2:.G |AD|=~-150-8 = 400
3 3
d

P(—35/—2/—1)  Q@5|-2)  S(=3572-1)  T(2]-7)

ol (3

—3.5 8

g 7= -2 |+s-{0 Go(—3.5+ 8s| —2| — 1 + 6s)
—1 6
—3.95 4.5

= 2 |+t o0 Hy(—3.5+ 4.5t2 — 1 — 6t)
—1 —6
—3.5+4.5t+3.5—8s 4.5t — 8s

G.H; = 242 = 4

—1—-6t+1—06s —6t — 6s
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5.21

()

8 4.5
GsHt : 0 == O GSHt . 0 == O
6 —6

8- (4.5t — 8s) + 6 - (—6t — 65) = —100s =0
4.5 (4.5t —8s) — 6 - (—6t — 65) = 56.25t = 0
= s=0 t=0

-|AD])

—
I
N —

Go(=35|—2/—1)  Hy(—352|—1)  |GoH,| = 4
Kreise und Kugeln

=y =16 —a?

Definitionsbereich: D = [—4;4]

X

Ableitung: 7'(r) = 5 - (16— %)} - (~21) = -

Extrema: f'(z)=0 L ={0} P(0]4)
Steigung am Rand von D: lir£14 f(x) =0 liIIi f(x) = -0
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y=416—(z—2)+1 |-1
y—1=+16—(z-2)* |()?
2=16— (z —2)? |+ (z —2)?

2
X mx 2 . . . 2
— = Kreisgleich R
(y> (my)) r (Kreisgleichung in R?)

((y) — (my)) = r? (Kugelgleichung in R?)

Kugel mit Mittelpunkt M (1]2|3) und Radius r = 5

376/3

A4I1)3)  B(3[0]10)  C(=11]1)  M(I17)  r=5

-3

|W|= 0 ||=5=r = auf der Kugel
4

—_ _2

IBM| = || 1 ||=v14<r = innerhalb der Kugel
-3

_ 2

ICM| =1[]0][=+v40>r = auRerhalb der Kugel
6
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376/4

o]+ x5 + 25 + 4w — 8xy + 623 +4 =0

2] +dxy +4+a5—8r9+ 16+ 25 +623+9=—-4+4+16+9
(z14+2)* + (20 — 4)* + (23 + 3)? = 25

M(=2/4—-3) r=5

o} 4+ a5+ 25 — 2x; + 1023+ 31 =0

r] =2z + 1+ 25+ 25+ 1003 +25 = 31 +1+25
(z1 — 1) + 23 + (25 +5)* = =5

= keine Kugel

5.21.1 Kugeln, Geraden, Ebenen, Abstande

377/7

K,: (T —my)* =12
—
T

—my)* =1y

Beriihrpunkt:

—> —>

|me — mp| =14 + 13

Schnitt:

—> —> — —>

|me — mp| <74+ 1 wenn |m, — my| > r, und > 1y
(Mittelpunkte liegen auRerhalb der jeweils anderen Kugel)

Mg — mp| > |ra — 7| wenn |m, — my| < 7, oder <

(mindestens ein Mittelpunkt liegt innerhalb der anderen Kugel)

Ky: a2+ 22+ 62, —4as =12 Ky: 2? + 22 4+ 621 — 1825 + 86 = 0

Ki:(z1+3)%+ (22 —2)2 =25 M(=3]2) r1=5
Ko: (1 +3)2 + (22— 9)* =4 My(=3[9) ry =2
\ml =ri+ro=7

= Beriihrpunkt bei (—3|7)

257



Ky: 2 + 25— 6z + 81y =0 Ko: 22 + 25 — 4y + 619 = —9

Ki:(zp =3+ (2o +4)2=25  M(3|—4) rn=>5
Ky: (v =2+ (23 +3) =4 My(2|—3) ry=2
M M| = v2 <1 und <1y

M M| = V2 < |y — 19| = 3

= K, liegt vollstindig innerhalb von K;

C
Klzsc%+x§+2x1=19 ngx%—6x1+x§—8x2=—21
Ko (z+1)2+22=20  M(—10) 7 =+/20
Kgf (lL‘l — 3)2 + (172 - 4)2 =4 M2(3|4) T = 2
|M1M2| =432>nr und > T9
|M1M2| = \/32<7’1+7’2= V20 + 2
= Schnitt
377/10
a
6
MO8l B [-3] Z-5=0 |R|=7
2
1
r=d(M,E)=|=-(6-0-3-8+2-4-5) =3
377/11

A(=8|5]7)  B(—12]8]10)

-8 —4
gAB:O—;l—i—s'zﬁ: 5 |+s-| 3
7 3
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K:|Z-[5|+s- |3 —r?=0
7 3
-8 AN
K:|—-|5|+s-[3 ~36=0
7 3

(8 —4s5)* + (=5 +35)* + (=7 + 35)* — 36 = 34s” — 1365 + 102 = 0

136 & 4/(—136)2 — 4 - 34 - 102

81/22 9.34 5121 82:3
2\’ 4\\*
Ki:[Z-] 2 —-36=0 Ky: |7—- |4 —36=0
4 —2
—4 4
my = | 2 my = | —4
4 -2

|my —my| =2-V34>r =ry =6
\77_”[1’—7%_2’]22-\/34<7"1+7’2:12
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Kugel <~ Gerade

2

2 3 1
K:|Z-|-1]] =36 g¢g:Z=(-9|+r-[4
5 10 ~1

setze g in K ein
2

3+r—2
~9+dr+1| =36
10 —r—>5
(r+1)*+ (4r —8)*+ (—r+5)>—-36 =0
r? —4r +3=0
4+ 4/16 — 12
7"1/2:—2 rn=3 ro=1

Q(6]3|7) R(4] —1]9) = 2 Schnittpunkte

Kugel <~ Ebene
K: |Z2-|-1 = 64 E: — 2z, + 29 + 215 = 19

Abstand M < F

7] =/(-2)2+12+22=3

1
AM.E) =5 |(-2-2-1+2-3-19) =6

d=6<r=8 = Schnittkreis

Radius des Schnittkreises r’
=2 —d? =8 —62 = 28 ~ 5.2915

Mittelpunkt des Schnittkreises M’
= FuBlotpunkt des Mittelpunkts M auf der Ebene F
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5.21.2 Kugel «~ Kugel, Tangentialebene
1 2
Ki: [Z-13 =49 Ky: [ 27— -1
9

|T1—7‘2| = ’7—4| < |M1M2| =V33<ri+ro=7+4 = Schnitt

Ki: 23— 2w + 1+ 25 — 629 + 9 + 25 — 1873 + 81 = 49
Ky: o] —day + 4+ 25+ 209 + 1 + 23 — 1023 + 25 = 16
K, — Ky: 2zy — 3 — 815 + 8 — 823 + 56 = 33

Schnittebene E': 22, — 815 — 823 = —28
Schnittkreismittelpunkt A/*(2| — 1|5)
Schnittkreisradius r* = 4

spezielle Darstellung einer Tangentialebene an die Kugel K im Beriihr-
punkt B

K:(Z-m3?=(Z-m) (2
Tangentialebene in B: (Z — ) - (b — i) = 12
386/22

a

1
PGI2) Q62 -1 K: [z-[2]] =9
0

)
2 |- ) . =4by —4+0b3=9
1

1 1

2 2

0 0
1

—{2]|=50:—-5—-0b3=9

0

1

2

0

b1
2 — )>62m+1+b2 4by +4+ b3 =9

1
2
0

3

261



L= {(3707 1)? (3747 1)} BI(S‘OH) B2<3|4|1)

5 9
By (3—073’)-]\431: 7- |2 —2)=0
1 1
o 5 9
Ey: (E’—OP)-MBgz 7|2 2] =0
1 1
386,20
b
7 2 _5 2
K:lz=(=2]] =625 Ky [7=[ 4] =625
9 9

Ki:a? — 14ay +49 + 22 + 4oy + 4 + 22 — 4das +4 = 625
Ky: 23 + 107; + 25 + x5 — 89 + 16 + 23 + 43 + 4 = 625
Ky — Ky: — 241, + 1225 — 823 + 12 = 0

E: —6x;+3x3 —223+3=0

7 —6
g Z=|-2]+r-| 3

2 —2
—6-(7T—6r)+3-(-2+3r)—2-(2—2r)+3=49r—-49=0
=r=1

7 —6 1
oM =|—=2]+[3 =1

2 -2 0

17| =4/(—6)2 +32+ (—2)2 =149 =7

1
d(Ml,E)z?-|—6-7+3-(—2)—2-2+3\=7
' =14/625—-T2=24
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Kapitel 6

Stochastik

6.1 Begriffe

e Zufallsversuche haben eine Ergebnis e
e alle moglichen Ergebnisse bilden die Ergebnismenge S = {e1, e, ..., €,}

e Anzahl der Elemente |S| =n

Beispiel: Wiirfeln mit einem Wiirfel
600 Versuche, 104 Sechsen

e absolute Haufigkeit h = 104

relative Haufigkeit A, = % Vz:sﬂff;e

Wahrscheinlichkeit P(Sechs) = ¢

— Aussage iiber die zu erwartende relative Haufigkeit. Meist werden
hierbei Modellannahmen zu Hilfe genommen (z. B. idealer Wiirfel).

e Ereignisse fassen ein oder mehrere Ergebnisse zusammen
Ey Wiirfle eine Primzahl (es, €5, es)  P(Ey) =32 = 3
Ey Augenzahl <2 (e, e3) P(Ep) = % = %
Ej; gerade Augenzahl (g, €4, ¢5) P(E3) = 2 =3

E4 Augenzahl > 7 () P(E;) =0

Die Anzahl moglicher Ereignisse ist unbegrenzt
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Beispiel: Wiirfeln mit zwei Wiirfeln
S={(1,1),(1,2),(1,3),..,(2,1),(2,2),...,(6,6)}

|S| = 36
E: Augensumme (2,3,4,...)

1

P(Summe = 2) = 32_6 1
P(Summe = 3) = % — ?
P(Summe = 4) = 34_6 — ?
P(Summe = 5) = 35_6 =5
P(Summe = 6) = 3? 1
P(Summe =7) = 35_6 =
P(Summe = 8) = 34_6 1
P(Summe =9) = 3_%: 51
P(Summe = 10) = % — 1_12
P(Summe = 11) = ? -
P(Summe = 12) = %

e Wahrscheinlichkeitsverteilung P(Summe = 1) + P(Summe = 2) + ... = 1

— Die Wahrscheinlichkeit W = 1 ist verteilt auf die einzelnen Ereignisse.
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6.2 Mehrstufige Zufallsversuche - Baumdia-
gramme

Beispiel: “Mensch drgere dich nicht”, ich sitze im Haus (mit Zuriickle-
gen)

wiirfeln
1 5
6 6
Sechs keine Sechs
1 5 1 5
6 6 6 6
Sechs keine Sechs Sechs keine Sechs
1 2 1 5 1 5 1 5
6 6 6 6 6 6
Sechs  gqppe Sechs ol Sechs  gele Sechs o
6.6.6 665 ©49 655 @49 Go5 49 G375

S ={(6,6,6),(6,6,6),...} (Ergebnismenge)
S| =2%=8

Jeder Pfad fiihrt zu einem Ergebnis e
Jeder Pfad besteht hier aus 3 Zweigen (dreistufig)

Die Pfadwahrscheinlichkeit ist das Produkt der Zweige w entlang des Pfades,
z.B. P((6,6,6)) =3-2-2=3%

E1: genau zwei Sechsen bei drei Wiirfen

Ereignis F; besteht aus drei Ergebnissen ((6,6,6), (6,6,6), (6,6,6))

Die Wahrscheinlichkeit von E; ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Er-

. 1.1 5,1 5 1,5 1 1_15 _ 5
gebnlsseP(El)—g‘g-g—i— ----- +3.1.1=-8 -3
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Beispiel: 3 Ziige ohne Zuriicklegen (anfangs 2 rote, 3 gelbe Kugeln)

ziehen

(S]]
orlw

rot gelb

=
I
I
I

rot gelb rot gelb

@)
[—
Wl
wl
wl
w
w o
ol

rot gelb rot gelb rot gelb rot gelb

455/1
a
4 4 16
b
4 3 24
Z. P _9.2.2_=
m ((r,0)) - s =g
4 3 3 4 4
o. 7 P((T,b)):?.g_k?‘éz?
c
16 24 40
m. Z P((T7T)7(T,b)):E+E:E
2 4 6
o.Z. P((r,r),(r,b)) ?—F?_?
d
40
m. Z. P((r,r) (r,b)):E
o.Z. P((r,r) (r7b)):g



6.2.1 Baumdiagramme - Wahrscheinlichkeiten

(Wiirfeln)
1 . . - .
p(1) =p(2) = 8 Einzel- /Zweigwahrscheinlichkeit
1 1 1 1
P(1,1,2)=P((112),(121),(211))=3-=-—"- - = —
455/3
1 3
S 1) = 2
0= p)=>
a
1 1
P(0,0,0) = (=) = — ~ 0.02
0,0,0) = (1)° = o
< mindestens ein Patient wird geheilt
b
1, 3 9
P(1,0,0) = P((100),(010),(001)) =3+ (;)*- ] = - ~ 0.14
< kein Patient oder mehr als ein Patient werden geheilt
c
1 .3 27
P(1,1 =P((11 101 11)=3---(5)?==-~042
< alle Patienten oder weniger als zwei Patienten werden geheilt
d

1 9 27 37
P((0,0,0),(1,0,0),(1,1,0)) = o1 + o1 + T 0.58

< alle Patienten werden geheilt
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455/4

P() = P((1,1),(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (1,6)) = ¢
Hm:p@@MZ&@AMZ&@ﬁ»:%:i
P(3) = P((3,3),(3,4),(3,5),(3,6)) = g%

P(4) = P((4,4), (4,5), (4,6)) = §%
P@:H@&@W=%:%
m®=P%6D=%
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Teil V

13/1
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6.3 Wiederholung

e relative Haufigkeit: Aussage iiber ein schon durchgefiihrtes Zufallsexperi-
ment

e Wahrscheinlichkeit: Aussage iiber zukiinftige Zufallsversuche

4565
F = {(1L1),(2.1),(3,1), (4,1}
a
B = {(1,1),(1,2), (2,1)}
F: Die zweite Kugel tragt eine 1
E < Die Summe der Zahlen ist groRer als 3
PE)=(C 2+ (2 + (g 2 =2 =03
PF)=(C D+ (5 D+C D +(c 2)=Pl)=2=2=03
b
EnF={1,1),(21)}
PENF)=(C 2+ (5 2) =2 =016
c
U F = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,1), (4,1)}
PEUF) =G +C 0+ 0+0 D+ (5 2 =1 =0R
4567
a

Gegenwahrscheinlichkeit (keine Sechs werfen): P(—F) = (2)5 ~ 0.40
5

P(E)=1-P(-E)=1-— (8)5 ~ 0.60
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6 5
p=-.2.2.2.2 ~ 0.09
6 6 6
C
5., 1
P=(2)*. 2 ~008
<6) 6
456 /9
a
1
- ~715-10°8
13983816

Bemerkung: Ein Zufallsversuch heillt Laplace-Versuch, wenn alle Ergeb-
nisse gleich wahrscheinlich sind.

1

S = {61,62,...,6n} |S| =n P(@Z) — E
k
E ={ey, ...} |E| =k P(E):E

= Gleichverteilung

b
E={(1,2,3,4,5,6),(2,3,4,5,6,7), ..., (44, 45, 46, 47, 48, 49)}
|E| = 44

|| 44 .
PEY)="—"=—"—__~3.15-10
(E) 1S| ~ 13983816
c
43 42 41 40 39 38
.......... ~ 0.4
T 49 48 A7 46 45 44 0436
456/10

a
Anteil nach 10 Tagen: 0.85'° ~ 0.197
0.85' =05 = t=1logyss(0.5) ~ 4.265

b

1-p®¥=05 = p=1-4/(05)~0.083
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6.4 Abzahlverfahren

Bis auf Weiteres gilt: Die Zufallsversuche sind Laplace-Versuche.
Anzahl der Ergebnisse N = P =+ (Ergebniswahrscheinlichkeit)

Ziehe k mal aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln:

e mit Zuriicklegen, unter Beachtung der Reihenfolge

N =nF

e ohne Zuriicklegen, unter Beachtung der Reihenfolge

n!

(n—k)!

tibrige Kugeln vor dem k-ten Zug

N=n-(n—-1)-(n—=2)-...-(n—k+1) =

e ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Es werden jeweils k! (Permutationen) Ergebnisse zu einem Ereignis zu-
sammengefasst:

|
N = ﬁ = (Z) (Binomialkoeffizient)
n—k) k!

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen 6er im Lotto:

1
b= <49) ~ 14000000
6

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen 4er im Lotto (“Lottoproblem”):

6\ (43
(4)'(2) 13545 1
P=77710y T 749\ ~ 1000
) (5

(Wahle 4 aus den 6 Richtigen und 2 aus den 43 Falschen)




4!
=4 k=4 N-= =4l =24
" (4 —4)!
C
n=3 k=5 N=3%=243
d
n=10 k=2 N=<120>=45
460/2
a
n=4 k=4 N =4*=256
b
11111
PL=5"7"8'8 512
4 3
D2 = 1_64
1, 15
P3 = —(5) —E
460/3

a Die Reihenfolge der Ziffern entspricht der Reihenfolge der Spiele.

b

p= (o=

= ~ 5.65-107°
3 177147 50510

Annahme: Heimsieg, Gastsieg und Unentschieden sind jeweils gleich wahr-
scheinlich.

2
N =(3)" 3" =2 = 2048
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460/5

461/8

461/11

a

12!
T 1320
~ (12— 3)!
N = 5! = 120
1
P=5
11 1
5 4 20
6 5 4 3 43 42
p= —. 2. 22 2 ~ 6.46 - 107°

49 48 47 46 45 44

rrrr f f,rerfrfrr freforfreef, frerrf,
rrrffrorrfrfrorfrefr, frerfr,

rrf fre,rfrfrre, frrefrr,

rffrer, frfrrer,

ffrrrr

pa~15-6.46-107° ~ 9.69-10~*

6 6 5 43 42 41 40
_ (%) 22 22 22 2 ~01
b2 ( ) w7 e s w0
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ps3=1—(po+p1+p2) ~ 1861072

Dsosp. = 1 — (po + p1 + p2)™ ~ 0.61
Proosp. = 1 — (po + p1 + p2)'% ~ 0.85
P1ooosy. = 1 — (po + p1 + p2)1000 ~ 1.00

461/10

a

6y 8.5 43 2 1
P=\6) ‘o5 11 13 12 11 20~ (45)
6

N = (12?0> = 4.995-10°

AB Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
AB/12

~1.23-107"



AB/20
5\ (15
= 5 ° 0.2384
DP3r 20 ~ U.
8
5\ (1) (5 (15
= ! 1 + > 5 0.0578
P=ar = 20 20 ~ U.
8 8
AB/21
10 ' 90
= 2 ’ 0.0702
b2 100\
)
D=3 =DpP3+tPs+tDPs
10'904_10_90_’_10_90
3 2 4 1 5} 0
= ~ 0.0066
100
)
AB/11
a
N = (44 5+ 3)! = 479001600
b
N =3!'-4!.5!.3! = 103680
AB/13
20! 20 10 -
t = 106~ 4.0329 - 10°"ms ~ 1.2780 - 10"y ~ 0.93 - Alter des Universums
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AB/23

12
L 2.6374 - 1072
b3 = 16 ~
4
()()
0 _
(1 ) ~ 5.4945 - 1074

Erw =1— (10 - ps 4+ 1000 - py) ~ 0.19

Ps =

6.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Aus einer Urne mit 6 roten und 4 blauen Kugeln werden 2 Kugeln ohne Zuriick-
legen gezogen.

1. Zug

E: rot im ersten Zug P(E) =

6
0

F': rot im zweiten Zug P(F) =

—_
[a)
—

5
Pp(F) = 9 Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis F', unter der Voraussetzung,

dass Ereignis E zurvor eingetreten ist
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6.5.1 Statistische Unabhadngigkeit

Wenn gilt, dass Pg(F) = P(F'), dann sagt man die Ereignisse £ und F' sind
statistisch unabhangig.

6

E': rot im ersten Zug P(E) = o

3

F': rot im zweiten Zug P(F) = R
5 3
Pp(F)=—-# P(F)=—
o(F) = 5 # P(F) = 2

Die Wahrscheinlichkeit, dass rot im zweiten Zug gezogen wird unter der Bedin-
gung, dass rot schon im ersten Zug gezogen wurde, ist ungleich der Wahrschein-
lichkeit, dass allgemein rot im zweiten Zug gezogen wird.

E und F sind statistisch abhangig.

E: blau im ersten Zug
F

: blau im zweiten Zug

Po(F) = ¢ # P(F) =

Py(F) = g + P(F) - ;

P(F) - g ~ P(F) = %
475/1

P =0.98* ~ 0.9224

b Wenn bei einem Fahrzeug eine Panne auftritt, besteht die Moglichkeit, dass
dies auf ein besonders anfilliges Fahrzeugteil oder einen Produktionsfehler
zuriickzufiihren ist, welches/r sich auch in den anderen drei Fahrzeugen

befindet.
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475/2

(G20 )

P(E) =§ P(F) =
EnF = {(al,h1)7 (al,hg), (ag,hl), ceey (ag,hg)} |E M F| =0

E ~ F| 6
_ _ P(E)- P(F) = —
P(ENnF) = P(E)- P(F) o
b
3 3 2 2 1
— N
P(E) = P(F) 3 4—1—5 1 0
2
HEmF%:gzzoﬁ#P@yPGU:O%4
2 1
P(F) =2 ==
B (F) 1-5

Vierfelder-Tafel

E: Raucher E: Nichtraucher

F': mit Gewicht zufrieden F': mit Gewicht unzufrieden
F F
E|PENnF)| P(EnF)| P(E)
E P(E N F) P(F o) F) P(F)
P(F) P(F) | 100%
_ P(EnF)
476/11
471
P(V. h. . h)=——=147.1
(V-h-nSh) = 1600 %
622 619
P(V.h)-P(S. h) = 1000 1000~ 38.5%

P(V.h.nS.h)#P(V.h)-P(S.h.)) = statistisch abhingig
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6.5.2 Der Satz von Bayes

0.0001 0.9999

0.9 0.1 0.02 0.98
T T T T
Py (T) = 0.90: Sensitivitdt des Tests
Pz(T) = 0.98: Spezifitit des Tests

K : krank T': positiver Test
Pr(K): Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, wenn der Test positiv ausfallt

py() - P OT) P(K) - Px(T)
r P(T) P(K) - Px(T) + P(K) - Pe(T)

P(K)- Pi(T) = P(T) - Py(K)
P(T) = P(K) - Pie(T) + P(K) - Pg(T)
= 0.0001 - 0.9 + 0.9999 - 0.02

= 0.00009 + 0.02

— 0.02009
479/2

b

P, (krank) = % = 90%

0.89 _
P_(gesund) = 00 98.8%
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479/3

P(A) =0.4 P(einwandfrei) = 0.95
P(A ~ einwandfrei) = 0.4-0.9 = 0.36

A A
einwandfrei 0.36 0.95 —0.36 = 0.59 0.95
defekt 04—-0.36=0.040.05—0.04=0.01]|1-0.95=0.05
0.4 1-04=0.6 100%
0.04
Pyerert (A) = —— = 80
tetec(4) = g5 = 80%
479/4
P(Bahn) = 0.8 P(plinktlich) = 0.6
Pgann(plinktlich) = 0.6
Bahn nicht Bahn
punktlich 0.6-0.8=0.53 | 0.6—0.53=0.06 0.6
unpiinktlich | 0.8 —0.53 =0.26 | 0.2 —0.06 =0.13 | 1 — 0.6 = 0.4
0.8 1-0.8=0.2 100%
0.53 _
Pyinktlich(Bahn) = —— = 88.8%
0.6
479/5
Pyrank(negativ) = 0.0001  Pyesund(positiv) = 0.001
100 _
P(krank) = = (0.00009
(krank) = {70000
krank gesund
positiv | 9.09 - 107> | 9.9990 - 10~* | 0.001090809
negativ | 9.09-107Y | 0.99890918 | 0.98909109
0.00009 0.99990 100%
P(krank iti .09-107°
Proses (krank) — (krank N positiv) 9.09-10 ~ 8.33%

P(positiv)
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479/6

Bl = {’LUl,UJQ, S1, ...85}

By = {wy, ..., wy, $1, ..., S4}

P(By) = P(By) = %

Paw)=2  Po()=2  Pow) =Pyl = 1
P(s) = P(B1) - Pa,(s) + P(Bs) - Pa,(s) = ;_;

Py(By) = P(Bll);(g’gl(s) ~ 58.82%

PS(B2) = P(BQZ)D.((sz(S) ~ 41.18%
PBl((S’S)):g'%:g PB2((S,8))=%~§:%
P((s,s)) = P(B1) - Pp,((s,5)) + P(B2) - Pp,((s,5)) = g_i

P(By) - Pg,(s,s)

Pss)(B1) = Pls.s) ~ 68.97%
P(By) - Pp,(s,s
Pls.5)(B2) = ( 2])3<3 i“;( ) ~ 31.03%

6.6 ZufallsgroBen - Erwartungswert, Standard-

abweichung

Eine ZufallsgroRe (eigentlich eine Funktion) weist jedem Element (Ergebnis) der
Ergebnismenge S eine Zahl oder einen Wert zu.

Beispiel: Losbude. Die Urne enthilt 1000 Lose, darunter 50 Trostpreise (Wert
1.50€), 5 groBere Preise (Wert 4€) und 1 Hauptgewinn (Wert 10€). Jedes Los

kostet 1€.
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Die ZufallsgroRe X hat vier Werte (Niete, Trostpreis, groRerer Preis, Hauptge-
winn) also x4, x2, x3, z4. Die ZufallsgroRe zerlegt die Ergebnismenge vollstindig
und ohne Uberlappung in Ereignisse.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung: Notiere zu jedem Wert, den eine ZufallsgréRe an-
nehmen kann, die Wahrscheinlichkeit

044 50
P(X =2) = ——  P(X =x,) = —_
(X' =21) = 7500 (X' =22) = 7500
5 1
PIX — ) — 2 P(X =) —
(X =23) = 7000 (X =24) = 1000
Erwartungswert

durchschnittlicher Bruttogewinn ohne Lospreis (Sicht des Spielers):
944 20

5 1
—0€ —— +1. A€ —— +10€-—— =0.1
=€ 7000 T 9% To00 T 4€ 1000 T 1€ Tgpo — 105€

durchschnittlicher Erlds, Nettogewinn inkl. Lospreis (Sicht der Losbude):

944 50 ) 1
=1€-1-0€ —— —1.50€. —— —4€.- —— — 10€ - —— = 0.895€
a 1000 1000 1000 1000
allgemein:
p=PX =x) 2, +P(X =a29) -2 + .. ZP

Standardabweichung (mittl. Schwankungsbreite um den Erwartungswert herum)

o0 =+/P(X =) — )2+ P(X =29) - (w9 — p)% + ...
= NP =) (e
i=1
01052 + 20 L (1.305€)2 1+ 2 . (3.805€)° + — - (9.895€)?
1000 . 1000 1000 1000
~ 0.5305€
488/1

1
4
g:\/1.(__)2+1.(__)2+1.(_)2+_( )2~67185
4 6 6 6 2 °6 12 °6



488/2

P(X =0)~ 01176  P(X =1) ~ 0.3674
P(X =2)~03823  P(X =3)~0.1327

p~0.3674-140.3823-2+0.1327-3 ~ 1.53 = 3-0.51

0.1176 - (—1.53)* + 0.3674 - (—0.53)*
o~ 9 , ~0.87
+0.3823 - (0.47)% 4+ 0.1327 - (1.47)
488/3
p=0-0436+1-0.413 +2-0.132 + 3-0.0177 + 4 - 0.000969
+5-1.85-107° +6-7.15- 107 ~ 0.7341
0 =+/(—0.7341)2 - 0.436 + ... + (5.2659)2 - 7.15 - 10— ~ 0.7598
488/4
12 11
P(X =0. S5=1)=—.-—=022

( 0.5+05=1) 551 ="

5 12 12 5
P(X=14+05=15)=—-—+_—.-—=02
( +05=15) 25 24 25 21V

5 4 _
PX=1+1=2)=—-—=0.03
( " ) 25 24
8 12 12 8
P(X=24+05=25)=—- -—+—.— =0.32
( +05=25) 25 24 25 21~ 03
8 5 5 8 _
PX=2+1=3)=— —+—-—=0.1
( +1=3) % 21t 35 o O
8 7 _
P(X=2+2=4)=_—-—=0.

( + ) 55 "5 — 0093
m=p=022-1+02-1.5+0.03-2+0.32-2.5+0.13-3 4+ 0.093 - 4
= 2.16

0.22 - (=1.16)% + 0.2 - (—0.66)* + 0.03 - (—0.16)?
o= 9 — 9 — 5 ~ 0.9116
+0.32-(0.34)> + 0.13 - (0.84) + 0.093 - (1.84)
489/10

P(X=0)=02=0.008 P(X=1)=3-0.8-0.2%=0.096
2) =3-0.8°-02=038  P(X=3)=0.8=0.512

pw=0-0.0084+1-0.09 +2-0.384 +3-0.512=24=3-0.8
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489/11

1 3 3
P(X=3)=; PIX=4)=2 PX=5->
1 3 3
3.2 44.245.2 24195
H 1T gTYg
1 3 3
0= \[B-4125)2 1+ (4= 4125)2 4 (5- 41252 L ~ 0781

6.7 Bernoulli-Experiment, Binomialverteilung
Ein Bernoulli-Experiment hat 2 Versuchsausgange (Treffer, Niete).

P(Treffer) =p P(Niete) =¢g=1—p
Eine Folge von Bernoulli-Experimenten heillt Bernoulli-Kette.
Frage: Wie viele Treffer k& kommen bei einer Bernoulli-Kette der Lange n vor?
Beispiel: Wiirfle 10 mal; wie wahrscheinlich sind 3 Sechser?

n =10 p= k=3
5

| = O =

P(ein Pfad) = (=)*- (6)7 Anzahl der Pfade mit 3 Treffern: (130>

P(3 Sechser, 10 Wiirfe) = (é)?’ : (%)7 (130) ~ 0.1550

Allgemein gilt:

P(k,n,p) = p"- (1=p)"" (Z>

Schreibweise:
P(k,n,p) = B(n,p,k) oder B,.,(k)

Notiere ich zu unserem Beispiel die Wahrscheinlichkeiten fiir k& = 0 Treffer,
k = 1 Treffer, ..., k = 10 Treffer, so ist das die Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer Bernoulli-Kette mit n = 10 Versuchen. Man nennt diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung Binomialverteilung.
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13(0,10,%) ~ 0.16151 13(1,10,%) ~ 0.32301
z3(2,1o,é) ~ 0.29071 13(3,10,é) ~ 0.15504
_B(4,10,é)fw£i4265'10_2 _B(5,10,é)¢w 1.3024 - 1072
B(6, 10, é) ~ 2.1706-107°  B(7,10, é) ~ 2.4807-107*
.B(8,10,%)4w 1.8605 - 107° .B(9,10,é)cwé&2691-10‘7

1
13(10,10,6) ~ 1.6538 - 107®

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

499/3

1
k=4 DB(8,5.4) ~ 17.07%

8
k>4 Z] 8—k~&5%%

k=4
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1
B8, 5. k) ~ 74.14%

oyl

N

w
[

k=0
d
i 1
k>4 > B, 3 k) ~ 8.79%
k=5
500/6
3 1
n=6  pc= 1 Pr=7
a
3
k=2, pg B(6, 1,2) ~ 3.30%
b
1
k=2pr  B(6,7,2) ~29.66%
C
2 3
k<2 pe Y B(6,5.k) ~3.76%
4
k=0
d
0 1
k=2 pr > B(6,+, k) ~ 46.61%
4
k=2
500/7
a
n =10 p=0.8 k=8
10
P = B(10,0.8,k) ~ 67.78%
k=8
b

n=7 p=0.75 k =5 oder 6
P = B(7,0.75,5) + B(7,0.75,6) ~ 62.29%
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Arbeiten mit Tabellen

503/1
n =15 p=202
a
P(X =4)=18.76% P(X <4)=283.58%
b P(X = 3) ist die Wahrscheinlichkeit fiir alle &£ von 3 bis n = 15.
P(X < 2) ist die Wahrscheinlichkeit fir die restlichen & von 0 bis 2.
P(X = 3) und P(X < 2) sind daher die jeweiligen Gegenwahrscheinlich-

keiten voneinander.

P(1<X <5)=P(X <5)— P(X =0) = 93.80% — 3.52% = 90.37%

PX<1AX>=25)=PX<1)+1-P(X<4)
=16.71% + 100% — 83.58% = 33.13%

503,/2
a
1
=920 i
P(X = 4) ~ 0.09106
P(X < 4) ~ 0.15151
P(X >3)=1-P(X <2)~0.98241
P(1<X <5)=P(X <5)—P(X =0) ~ 0.29691
P(X<1AX25) =PX<1)+1—P(X <4)~ 085180
b

P(X = 4) ~ 0.17061

P(X <4) ~ 081785

P(X >3)=1— P(X <2) ~ 0.58022

P(1< X <5)=P(X <5)—P(X =0) ~ 087161
P(X<1AX=>25) =PX<1)+1—P(X <4)~ 037677



503/3

|: Bigoo(X = 16) ~ 0.18530

I1: Bigoo(X = 14) ~ 0.27452

I11: Bigoo(X > 14) ~ 0.78924

IV: Bigos(X < 13) ~ 0.21075

V: Bigoo(12 < X < 15) ~ 0.79769
504/5

p=0.03

A: n=10 k=20
Bio,0.03(X = 0) ~ 0.73742

B: n=20 k>1
Bgo;o‘og(X = 1) =1- BZO;O.OS(X = 0) ~ 0.45621

C: n=250 kE>1

B50;0,03(X > 1) =1- (B50;0'03(X = 0) + B50;0.03(X = 1)) ~ (0.44472
504/6

n =10 p=0.7

Bioor(k) = 0.7F . 0.3107". <1k0)

P(X =4) ~ 0.03676
P(X <9) ~ 0.97175
P(X <8) = P(X <7) ~ 0.61722
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508/6

508/7

508/8

v,
S
\V

9) = 1 — P(X < 8) ~ 0.14931

Buyge: (X > 25) ~ 001188
Bigo.: (15 < X < 25) ~ 0.70070

p=005 n=20 k=2
Ban.05(X = 2) ~ 0.26416

1
p=§ n = 100 k> 33
1

BlOO;S(X > 33) ~ 0.48120
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6.7.1 Anwendungen der Binomialverteilung
S. 509, Bsp. 2

P(k>=1)>=0.90
P(k = 0) < 0.10
0.96" < 0.10 |log
n -10g(0.96) < log(0.10) |: 10g(0.96) < 0
- log(0.10)
10g(0.96)
n > 56.4... also n = 57

510/3

P(X > 48) ~ 0.03379

b
P(X < 46) ~ 0.74971
c
n =51
P(X > 48) ~ 0.10393
= auch bei 51 Buchungen ist eine Uberbuchung unwahrscheinlich
511/5

1
P=%

P(X >1) > 0.99
P(X = 0) <0.01

D )
(=)" <0.01 |log; : log(g) <0

6
log(0.01
LS) ~ 25.3
log(3)
=n =206
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31
P=5%773
P(X >1)>0.99

1
(=)" <0.01 llog; log(§) <0

511/6

n=>, r=1
P(X>1)>075

P(X =0) <025

(1-p)P° <025 |05
1—-p<025  |—1;-(-1)
p>—(0.255 — 1) ~ 0.24214

n = 100 r=1

P(X >1)>0.75
P(X =0) <0.25
(1-p)'00<025 |()i®
1—p<02500 | —1;(=1)
p>—(0.2570 — 1) ~ 0.01377

511/7
p=0.05

n = 50 k<2
P(X <2) ~ 0.54053
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genau 2 von 50 Fahrgasten unzufrieden

P(X>1)>09

P(X =0) <0.1
0.95" < 0.1 |log; : 10og(0.95)
log(0.1)
—— x~ 44.89057
~ 109(0.95)
=n =45

6.7.2 Erwartungswert u, Standardabweichung o

Fir alle Binomialverteilungen gilt:
p=n-p o=+/n-p-(1-p)
515/6
a
n=3 p beliebig

p=PX =) 20+ P(X =) 21+
oc=+/P(X =x1) (w0 —p)?+P(X =) (x1 —p)>+...

p=P(X=0)-0+P(X=1)1+P(X=2)-2+P(X=3)-3
+p-(1-p*-3+p*-(1-p)-6+p°-3
p-(L=pP+p-(1—p) 2+p°)
p-(p*—2p+1+2p—2p* +p?)
P
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514/2

_ [P =0)-(0-3p)* + P(X =1) - (1 - 3p)°
N+ P(X =2) (2-3p)% + P(X = 3) - (3— 3p)>

(1=p)*-9p* +3p- (1 —p)*- (1 - 3p)*
+3p*-(1—p)-(2—3p)*+p*- (3—3p)°

9 - (L—p)*+27p>- (1= p)® = 18p* - (1 = p)* +3p- (1 - p)°
+27p" - (1 —p) — 36p* - (1 — p) + 12p* - (1 — p) + 9p° — 18p* + 9p°

:\/3-p-<3p-<1—p>3+9p2-<1—p>2—6p-<1—p>2+<1—p>2
i

9p* (1—p)—12p" - (1 —p) +4p- (1 —p) + 3p* — 6p° + 3p?)

3-p-(=3p*+9p® — 9p? + 3p + 9p* — 18p® + 9p?
—6p> + 120> —6p+p*—2p+1

+9p® — 9p* + 12p® — 12p* + 4p — 4p?

+ 3p* — 6p® + 3p?)

3-p-(1—-p)=+/n-p-(1-p)

n =25 p=0.3
p=25-03=75 0=4/25-03-(1—-0.3) ~ 2.29129

P(X =7)~ 017119  (P(X = 8) ~ 0.16508)

(W=3-o;p+3-0]~[1;14
P(1 <X <14) = P(X < 14) — P(X = 0) ~ 0.99809

—_

n =15 p=20.3
p=15-03=45 o0=4/15-03-(1—0.3) ~ 1.77482

P(X =4)~ 021862  (P(X =5) ~ 0.20613)

[p—=3-osp+3- 0] ~[0;9]
PO <X <9)=P(X <9) ~ 0.99634
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n="70 p=0.9
uw="70-09 =63 o= \/70‘0.9-(1 —0.9) ~ 2.50998

P(X = 63) ~ 0.15704

(W —3- 0,10+ 3 0] ~ [56;70]
P(56 < X <70) = 1 — P(X < 55) ~ 0.99653

d
n = 100 p=0.9
p=100-09=90 o=+/100-09-(1—-0.9) =3
P(X = 90) ~ 0.13187
(=3 0,10+ 3 0] ~[81;99]
P(81 < X <99) = P(X <99) — P(X < 80) ~ 0.99799
514/3
n=100 p=-
a
1 _ 15
— 100 - = = 16. =4/100- = - = ~ 3.72678
p=100-< =166 o 00 - =
b
[10; 24]
Py, = P(10 < X <24) = P(X <24) — P(X <9) ~ 0.95700

6.7.3 o-Umgebung
Alle Binomialverteilungen sind dhnlich in dem Sinne:

e Der Erwartungswert p wird mit groBter Wahrscheinlichkeit getroffen.
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e Die Wahrscheinlichkeit verteilt sich in der Ndhe des Erwartungswerts 1 in

gleicher Weise.
Esgilt: P(lu—o < X <pu+o0)~68.3%

Beispiel
n = 100 p=0.5

.
9

|
=~

= P(40 < X <60) ~ 96.8%

(1o-Umgebung um 1)

(1o-Umgebung)

p—20 <X <p+20)~954% (20-Umgebung)

Ps, =P(p—30 <X <p+30)~99.7% (30-Umgebung)

= P(35 < X <65) ~99.8%
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Einschub: Analysis (Wiederholung)

Ableitungen
f(x)=g-h f(x)=¢ h+g-H Produktregel
F@) = o) Fx) = g (hx)) - K(z) Kettenrege
f(z) = % f(x) = w Quotientenregel
135/4
a
f(z) =0.25 - sin(2x + )
f(x) =025 cos(2x +7) -2 = —0.5 - cos(2x)
b
2
fx) = 3 sin(m — 3x)
f(x) = g cos(m —3x) - (=3) = 2 cos(3z)
e
fl@) =3 =v3 x
o 1 _ 3
o=y e e
h
flz) =+T722 =5
/ 1 . Tx
fi(x) =05 7x2_5'14x— —
138/1
a
f(x) =z sin(z)
f'(z) = sin(z) + x - cos(x)



flx) =2z -3) -V

Fa) =2 vat (o). — 3D

2T 2E

g

() = = - cos(a)

fl(z) = —% -cos(x) + % - (=sin(z)) = - (cos(x)i—; sin(z) - 2)
]

1

f(z) = 7z - cos(x)

) = — b eos(e) 4 (—sin(a)) = —cos(x) — 2z - sin(z)

) = = cosla) + = (=sin(o) —

140/3
a
r?—1 N
V() - 20 - (z+4)? — (22 —1)-2- (z +4)
((z +4)%)?

2 (x44)—2-(a?—1) 2274 8r—22° -2

a (z +4)3 B (z + 4)3

8z —2

C (z+4)3
b

m(z) = s;ni&;s) (sin(3x)) = 3 - cos(3x)

! () — 3-cos(3x) - (x —1) — sin(3x) - 1

(z —1)?
_3: cos(3z) - (x — 1) — sin(3x)
(z —1)?
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Exponentialfunktionen

232/3
b

f@%&m)zﬁ%ggwu5
f(ZEEi{(1>:: 5%% ~ 0.13672
f(3}gé{TQ> _ 5%% ~ 0.27835
f(4}Eé{(3):: g%% ~ 0.22043
115>i4{(4>:=igg ~ 0.23348

2002 — 2003

2003 — 2004

2004 — 2005

2005 — 2006

2006 — 2007

_0.08475 + 0.13672 4 0.27835 + 0.22043 + 0.23348

a

5

fz) =236 1.19075" = 236 - e”/"119075) & 236 . 01747

590 1 f(x)

200 |
450 |
400 1
350 |
300 |

250 |

f(13) = 236 - 1.19075" ~ 2283
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Besprechung

(z1]y1) (z2]y2)

y=c-a”®
Yy =c-a"! Yo = C - a*?
c=1y-a ™ c=1yo-a 2
—T1 __ —x2 . .. —x2
Yi-a =Y2-a liy1;:a
_ _ Y2
a 1, a T2 — 22
n
1
a/m2_1'1 — & | To—T]
n
1
a= (B

U1
Kurvendiskussion: Extrema

f@)=2*  f@) =87 f'(z) = 562°

f(0)y=0  f(0)=0
Umgebungsuntersuchung: Untersuche x links und rechts des gefundenen Kandi-
daten g = 0 = 27 = —1; zo = 1 mit Hilfe von f’'(z):

f[(-1)=-8  f(0)=0  f(1)=8  also TP(0]0)

AB Exponentialfunktionen

AB/3
1 _
fa(x)=§x+ae”” a>0
a
1 1
fi(x) = 5 ae" =0 = x= —ln(%)



30 |

20 |

301



AB/32

AB/6

falz) =e* —a-e”
fi(x)=2-e* —a-e"
flz)=4-*—a-e"=0 = len(g)
f"(r)=8-e* —a-e"
2
[ln() =T >0 = RLWP(n({)|f(n(}) =

J'@)=(1—-a)-e  [(2)=-=<0
= HP(2|f(2) =¢%)

fflz)=(1-z)-e"=0 = =z=1

f"(x)=—x-€" (1) =-e<0
= LRWP(1]f(1) = 2¢)
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9 9 9
1
A’(:c):é-e” (-2 +2+3)=0

—$2+ZE+3:0 = T12 =

oo
~~—

P(2.30278|f(2.30278) ~ 6.97357)

fl@)=B-=z)-¢"  [f)=Q2-z)-¢  [la)=(1-2x) ¢
F(lx)=(4—x)-€"

3
Ages = | f(2)-dv = F(3) — F(0) = ¢* — 4 ~ 16.08554
0

1
ATeil:§'3'3:4-5
Ages - ATeil

~ 0.72025 ~ 72
Ages %
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6.7.4 Sigma-Regeln
Alle Binomialverteilungen sind dhnlich:

p=n-p o=+/n-p-(1-p)

P(u—o;p+0) ~ 68% P(p — 1.640; p + 1.640) ~ 90%
P(p—20; 1+ 20) ~ 95.4% P(p—1.960; 1 + 1.960) ~ 95%
P(pu—30; 1+ 30) ~ 99.7% P(p — 2.580; pu + 2.580) ~ 99%

514/5

7
P(X =2)~ 026580  (P(X =3)~ 0.22650)

oc=+/n-p-(1-p)=4/25-01-(1-0.1)=15
(1 — o+ o] =[1;4]
P(1 <X <4)=P(4) — P(0) ~ 0.83022

6.7.5 Signifikanztest (einseitig)

Beispiel: Eine verbeulte Miinze wird wiederholt geworfen. Dabei kommt der Ver-
dacht auf, dass “Zahl" haufiger als “Kopf” fallt. Um den Verdacht zu erharten,

mache ich einen Signifikanztest:
100 Wiirfe: n = 100
Null-Hypothese: Hy: p = 0.5 P(“Zahl")
Alternative: Hy: p > 0.5
Signifikanzniveau: 5%
Mache den Zufallsversuch: k = 73

p=100-05=50 o =4/100-0.5-(1—0.5)=5

Signifikanzniveau 5% = 1.64 -0 =8.2
Annahmebereich fiir Hy ist [0; 59]
Annahmebereich fiir H; ist [60; 100]
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Ich nehme die Alternative H; als wahr an, da sie im Annahmebereich von H;
(Ablehnungsbereich von Hy) liegt. Der mogliche Fehler dieser Entscheidung ist
hochstens 5% (Signifikanzniveau). Genauer ist der mogliche Fehler (Fehler 1.
Art) die Wahrscheinlichkeit P(k > 60) ~ 2.84%.

Rechtsseitiger Signifikanztest, da der Annahmebereich von H; rechts liegt (groRe

522/1
a

rFT:po=05 n=50 a=5%

Hoy: p = po Hi:p > po

=50-05=25 0=1+/50-05-(1—0.5)~ 3.53553
w+1.64-0 ~ 30.79828 ~ 31

Annahmebereiche:  Hy: [0;31] H,: [32;50]

P(X > 32) ~ 3.25%

-T:po=0.5 n=50 a=5%

Hy:p=po Hy:p <po

p=50-05=25  o=4/50-0.5-(1—0.5)~ 3.53553
pw—1.64-0~19.20172 ~ 19

Annahmebereiche:  Hy: [19;50] Hy: [0;18]

P(X < 18) ~ 3.25%

522 /2

5% n=25 k=20

r-T: py = «

[GVIN )

Hy: p < po Hi:p>po
2 2

2 2
p=25-==16= azwéﬁ—-O——)~2%ﬂﬂ
3 3 3 3

pw+1.64-0 ~ 20.53218 ~ 21

Annahmebereich: [0;21] = Hy angenommen
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FT:po=05 a=1% n=25 k=10

Ho:pzpo  Hi:p<po

p=25-05=125 0=4/25-05-(1—-0.5) =25
w—233-0=6.675~6

Annahmebereich: [6;25] = H, angenommen

Mogliche Fehler beim Testen

e Annahme H, — H, ist wahr

e Annahme Hy — Hj ist unwahr (Was ist aber wahr?)

Aufgrund des Testergebnisses nehme ich einen neuen “verniinftigen” Wert
fir p an.

Beispiel (verbeulte Miinze):

Hy:p=0.5 Hi:p>05 a=5%

n=100 =50 o=>5

Annahmebereich fiir Hy: [0; 59|

Test ergibt & = 59, also nehme ich Hj an.

“verniinftige” Annahme, z. B. p = 0.65

moglicher Fehler: Py ¢5(X € [0;59]) ~ 12.50%
Fehler 2. Art

e Annahme H, — H ist wahr

e Annahme H, — H; ist unwahr

moglicher Fehler hdchstens das Signifikanzniveau
— genauer: P(Annahmebereich von H)

Fehler 1. Art
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525/1

r-T: Hy: p=0.5 n =25 a = 5%

Hi:p>05
p=25-05=125 0=4/25-05-(1—-0.5) =25
p+164-0=166~ 17

Annahmebereich: [0; 17]

P(X > 17) ~ 2.16%

b
p=06  Ppg(X <17) ~ 84.64%
p=0.75 Pors(X < 17) = 27.35%
p=09  Ppo(X <17) ~ 0.23%
C
a=1%
1+ 233 0= 18.325 ~ 19
P(X > 19) ~ 0.20%
p=09  Pyo(X <19) ~ 3.34%
d

n = 100

£ =100-05=50 o =+/100-05-(1—05) =5
f+1.64 0 =582~ 59

P(X > 59) ~ 2.84%

p=06  Pog(X <59) ~45.67%

p=075  Pyss(X <59) ~ 0.03%

p=09  Po(X <59) ~ 0.00%
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6.7.6 Ndherung durch die Normalverteilung

ab 0 = 3 darf man nahern

1 1 b+ 1 —u a—3%—upn
:®(b+§)—¢)(a—§):<b( (27 ) = o(—2—)
— —

Beispiel:

n=460 p=0.35
[ =460-0.35 =161 o~ 10.22986

a = 150 b= 180

150 — 1 — 161

180 + 5 — 161
Ty ~ ~—1.12416 apx —— 2 ——

A ~ 1. 1
10.22986 10.22986 90618

P(150 < k < 180) ~ ®(1.91) — ®(—1.03) = 97.19% — 13.14% — 84.05%
(wahrer Wert: 84.07%)

545/9

n = 100 p=0.7
p=100-0.7=70 & =4/100-0.7- (1 —0.7) ~ 4.58258

P(X > 75)
a=76  b=100
76— 1 —
o~ —— 27 F 00020
ag

P(76 < k < 100) ~ 1 — ®(1.20) ~ 1 — 88.49% = 11.51%
(wahrer Wert: 11.36%)
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a=40  b=100
40— 1 —p

z ~ —6.65565
o

P(40 < k < 100) ~ 1 — ®(—6.65565) ~ 1 — 0 = 100.00%
(wahrer Wert: 100.00%)

T

P(65 < X < 85)
a=66 b=84

66— —p

84 + % —
~ —0.98198 Ty ¥ ——— ~ 3.16416
o g

P(66 < k < 84) ~ ®(3.16) — ®(—0.98) ~ 99.92% — 16.35% = 83.57%
(wahrer Wert: 83.67%)

X1

P(X > 80)
a =80 — 100
80— L
o~ 21907307
g

P(80 < k <100) ~ 1 — ®(2.07) ~ 1 — 98.08% = 1.92%
(wahrer Wert: 1.65%)
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Kapitel 7

Rationale Funktionen

ganzrationale Funktionen

rationale Funktionen i _
gebrochenrationale Funktionen

Beispiel:

z—1
r—2

f(@) - D-R2
Bei x = 2 liegt ein Pol mit Vorzeichenwechsel (VZW — — +) vor. Ein Pol ist
eine Unendlichkeitsstelle. Der Graph hat eine waagerechte Asymptote y = 1, d.
h. eine Gerade, an die sich der Funktionsgraph anschmiegt. Zu jedem Pol gibt es
eine senkrechte Asymptote, hier mit der Gleichung = = 2.

10

10 5 5 10

—10 ¢
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—  D-R\3}

10 4
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@)= —— D=R\{L5

10

10

~10 _5 \\ 5
_5 1
_10 1
X
_ D =R\{—1
f) = \-1)
10 %
5 1
—i() ;5 5 1‘0
__ A
_10 1
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7.1 Asymptoten, Kurvendiskussion

7.1.1 Asymptoten

Beispiele:
T ' _
f(x) = - Il_lgloof(x) =0  y =0 ist Asymptote
2r — 3
g(x) = ;Jr 1 xl_l)riloog(x) =2 y = 2 ist Asymptote
)= =2 i h@) = ko y— a5 ist Asymptotenfunktion (s. )
)= ——= Jim h(z) =+ y=x ist Asymptotenfunktion (s. u.

Polynomdivision zur Ermittlung der Asymptote:

2 —4)+(z+5)=x—-5+
I R R A+
—b5r —4
S5x + 25
21

ganzrationaler Teil  — 5 bestimmt das Verhalten fiir z — +o0

gebrochenrationaler Teil 2L enthilt die Polstellen

~30 —20 —10 10 20 30

20 |

40 t
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23 =222 + 52 -7
rz—1

i(x) =

( x3—2x2+5x—7)+(1’—1)=$2—x+4+

— 3 42 r—1

— 22 + bz
2 —x

4o — 7

—4r +4

-3
20 4
10 |

9 2 4

_10,,

7.1.2 Nullstellen von Zahler- bzw. Nennerpolynom

=" D o pomyy
e Ja firz#£2
fw—{z fiir z = 2

gemeinsame Nullstelle des Zdhler- und Nennerpolynoms
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3 is
2 1
1 is
12 3 4
—14+
1
g(x) = — NS des Nenners = Polstelle
x p—

Grad der Nullstelle ungerade: Pol mit Vorzeichenwechsel

Grad der Nullstelle gerade: Pol ohne Vorzeichenwechsel

l-(x—2) 1
r—2  x—2
trotz gemeinsamer Nullstelle Pol mit Vorzeichenwechsel bei z — 2

212/1

h(z) =

2+ 9
@)= D=m\(-2)
Nullstellen: {}

Polstellen: {—2} (mit VZW)
Achsenschnittpunkte: S, (0| f(9) = 4.5)

senkr. Asymptoten: x = —2

T —2
flx) = a1 P R\{-1}
Nullstellen: {2}
Polstellen: {—1} (ohne VZW)
Achsenschnittpunkte: S;(2]0), S,(0]f(0) = —2)

senkr. Asymptoten: x = —1
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221/1

-
flz) = P e D = R\{-2,3}

Nullstellen: {0, 1}

Polstellen: {—2,3} (mit VZW)

Achsenschnittpunkte: S,(0]0), S,(1|0) S,(0]f(0) = 0)

senkr. Asymptoten: x = -2, x =3

2—2?

fle) = 5

Definitionsmenge: R\{+3}

Symmetrie: f(—z) = f(x) = achsensymmetrisch zur y-Achse
Polstellen, senkr. Asymptoten: z = 3, z = —3 (mit VZW)
Grenzverhalten: ml_lgloof(x) =—1

Nullstellen: {++/2}

. 14x 42(2? + 3
Ableitungen: f'(x) = R f(x) = (:(:(2 — 9)3)
2
Extremstellen: T'P(0| — §)
Wendestellen: {}
3 4
2 ;s
1 1
~15 10 -5 5 10 15
ﬂ —11 f
-2 1
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7.2 Andere Funktionstypen

7.2.1 Wourzelfunktionen

flx) =+va2—4 D={zeR:z<-2vae=>2}

g(x) = V4 — a2 D =[-2;2]
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Einschub: Analytische Geometrie (Wiederholung)

559/2
A(1[6l0)  B(4|7|2)  C(2[7]1)  D(2[0[2)
a
N 3 N 1 1 3 1
AB= |1 AC = |1 E:Z=|6|+r-|1]+s 1
2 1 0 2 1
L — 1 -1
n=ABx AC = | — E: | Z-16 -l -11=0
2 0 2
T 1 —1
E: zo | — 16 | —-1]=—-21 —29+ 2235+ 7=0
T3 0 2
—2—-042-247=9#0 = D¢FE
b

g in I/ eingesetzt
—(2+24r) — (=2r)+ 22+ 1lr)+7=0 L={} = g| FE

¢’ in E eingesetzt

1—r -1 3
—6—r]-[-1]=0 = r= ~5 S(3.5]1.5] — 1)
24 2r 2

d(g,E) = d(D,E) = |D8| = 1/1.52 + 1.52 + (—3)2 =

Sle
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2 24 —1
F:Z2=|0|+r-|-2]+s-[-1
2 11 2

d
1 3
k:Z=|(6]+r |1
0 2
T 2 3
E, o | — | 7 11 Ey:3x1 +x9+20x3—15=0
XT3 1 2
g in . eingesetzt
3
31+3r)+(6+7r)+2(2r)—15=0 = r=x
16
. 1 3 3 T
OF = |6 |+ - 1= 4—75
0 2 6
7
— 16 45 6
|CF| = \/(— —2)24+ (= —7)2+ (2 —1)? ~ 0.65465
7 7 7
1 — = 1
ANABC = 3" |AB| - |CF| ~ 3 3.74166 - 0.65465 ~ 1.22474
e
1 1 9
V=--AABC -d(D,E)~ = -1.22474 - — ~ 1.5
3 3 V6
382/15
R 2 0
=11 b =1—-4 =10
0 0 3
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T b =22+1-(—4)+0-0=0
b C=20+(—4)-0+0-3=0
2. @=0-240-1+3-0=0
2
L 1, 1 1
OM:§E’+§b+§E’: -1
1.5
r=|OM|=+/2%+ )2 4 1.52 = /8.5 ~ 2.91548
9 2
K: |z-|-15]] =85
1.5
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K e . =25
1.5
L p 2
OMy =0M+—-¢C = —-15]| bzw. | —-1.5
2
0 3
e
Tap = A [T2 — ‘—? =/22.75 ~ 4.76970
L 1 3
OM,. = OM + 53 =|-2]| bzw. | -1
1.5 1.5
RE
The = A [T2 — '56’ = 1/23.75 ~ 4.87340
OM,, = OM + 3 b =105 bzw. | —3.5

1.5

1.5
/ 1
Teg = A T2 — ‘5 bl =20 ~ 4.47214
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